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内 客 提 要 
本 书 讨论 的 是 平面 上 的 一 类 基本 的 儿 何 变 欣 一 一 保 蝶 变换 。 


本 书 通 过 对 “什么 是 几何 学 ? ”这 个 问题 的 讨论 ， 自然 地 引出 保 距 变换 的 
嘱 念 。 然 后 给 出 了 平移 、 旋 转 、 反 射 和 滑动 反射 等 保 无 变换 的 定义 和 性质 ， 


合 和 分 解 的 规律 。 以 及 它们 的 相互 关系 。 最 后 对 保 距 变换 作 了 分 类 。 


书 中 配 有 许多 相当 困难 但 货 有 兴味 的 习题 ， 认 真 做 这 些 题 。 有 助 于 加 深 对 


:正文 的 理解 ， 并 增 涨 学 习 的 兴趣 ， 韦 后 附 有 详细 的 题解 。 


本 书 可 作为 中 学 数学 教师 的 参考 资料 ， 也 可 作为 爱好 数学 的 中 学 生 、 


: 航 大 学 生 的 课外 读物 。 
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翻译 说 明 


要 学 好 数学 ， 必 须 喜 受 数学 。 人 门 的 书 对 于 启发 读者 的 
兴趣 和 爱好 关系 很 大 ， 一 本 好 书 循循善诱 ,引人入胜 ， 相 反 ， 
则 望 而 生 县 、 今 人 却步 ， 

由 于 种 种 原因 ， 数 学 往往 被 墨 上 一 层 和 神秘 的 面纱 ， 好 奇 
的 中 学 生 、 热 心 的 中 学 老师 和 各 条 战线 上 广大 的 科 数 工作 者 
都 渴望 了 解 : 宪 费 什么 是 数学 ? 它 有 哪些 主要 方面 ” 近代 数 


学 研究 什么 问题 ? 有 哪些 重要 的 数学 思想 和 成 就 ? 


为 了 满足 这 些 要 求 ， 我 们 组 织 选 译 了 这 套 “ 新 数学 从 
书 ”， 向 广大 读者 推荐 。 

和 一 般 的 通俗 数学 读物 不 同 ，“ 新 数学 丛书” 的 选 题 既 
不 是 介绍 某 些 有 趣 的 数学 问题 ,也 不 是 传授 专门 的 解 题 技巧 
而 是 向 未 必 具 有 很 深 数 学 修养 的 读者 系统 地 介绍 一 些 与 近代 
数学 有 关 的 数学 分 支 由 的 专题 。 这 套 书 选 题 面 较 广 ， 涉 及 代 
数 、 几 何 、 分 析 、 拓 扑 、 概 率 、 计 算 机 以 及 数学 在 力学 、 物 


理 等 方面 的 应 用 。 内 容 虽 然 浅 显 ， 但 却 抓 住 了 核心 和 基本 的 


数学 思想 。 

这 套 书 还 有 一 个 特点 ， 选 写 人 大 多 数 是 该 领域 中 的 著名 
学 者 ， 学 术 造 诺 精 深 , 热 心 普及 数学 数 育 ;因此 能 高 瞻 远 酌 、 
深入 流出 ， 生 动 而 严肃 ， 简 明 而 不 失 全 貌 。 

这 套 从 书 不 仅 可 以 作为 高 中 学 生 和 大 学 低 年 级 学 生 的 课 
外 读物 ， 而 且 对 于 想 了 解 近代 数学 思想 和 方法 的 科 煞 工作 者 
也 提供 了 一 条 门 径 ， 

“新 数学 丛书 ”首创 于 一 九 六 一 年 ， 已 陆续 出 版 近 三 十 

1 


册 。 有 些 书 早已 脱销 。“ 新 数学 从 书 ” 编 委 会 ， 特 别 是 An 
neli Lax 数 授 得 知 我 国有 意 翻 译 这 套 从 书后 ， 恢 慨 地 赠 泛 六 
至 套 样 书 ， 在 此 ， 我 们 表示 囊 心 的 感谢 。 
江 泽 汤 ” 张 藉 庆 
一 九 八 三 年 春 于 北京 大 学 


致 读 者 


这 本 书 是 专业 数学 家 编写 的 一 套 从 书 中 的 一 本 ,编写 这 
套 书 的 目的 是 要 向 广大 的 中 学 生 和 非 专 学 数学 的 外 行人 把 一 
些 重 要 的 数学 概念 说 明 得 有 趣 且 能 懂 ，“ 新 数学 丛书” 中 的 
大 多 数 书 所 讨论 的 课题 通常 不 属于 中 学 课程 表 的 范围 ， 各 书 
的 难 易 程 度 不 同 ， 其 至 在 同一 本 书 里 ， 有 些 部 分 就 比 其 它 部 
分 更 需要 全 神 贯 注 才能 读 懂 。 虽 然 读 者 要 懂得 这 僚 从 书 中 的 
大 多 数 蔬 ， 并 不 需要 多 少 专门 知识 ,但 是 他 必须 动 一 严 脑 季 . 

如 果 读 者 从 来 只 在 课堂 上 才 遇 到 数学 , 那 他 就 应 该 牢记 ， 
数学 书 厅 能 读 得 很 快 ， 他 也 一 定 不 要 期 望 ， 读 第 一 逼 的 时 候 
.就 能 理解 书 的 全 部 内 容 。 复 杂 的 部 分 他 应 该 自由 地 跳 过 去 ， 
以 后 再 回 过 头 来 读 ， 一 个 论点 常常 是 通过 后 面 的 话 才能 搞 清 
- 楚 ，。 另 一 方面 ， 内 容 十 分 热 悉 的 一 些 节 可 以 读 得 很 快 ， 

学 数学 的 最 好 办 法 是 “做 数学 ”; 每 一 本 书 都 包含 问题 ， 
其 中 有 些 可 能 需要 很 可 观 的 思考 。 劝 告 读者 养 成 读书 时 手边 
-和 省 有 纸 和 笔 这 一 习惯 ， 这 样 读 , 他 会 越 来 越 觉 得 数学 有 趣 蒜 . 

这 套 书 的 编 印 是 一 种 新 的 冒险 .我 们 愿 在 此 申明 并 致谢 ， 
在 准备 这 套 书 时 ， 许 多 位 中 学 师 生 合 慷 慨 协 助 。 编 辑 者 欢迎 
读者 提出 意见 。 请 画 告 Editorial Committe of the NML 
:Series, New York University, The Courant Institute of 
Mathematical Sciences，251 Mercer Street, New York, 
N.Y. 10012. 


编辑 者 


作者 简介 


亚 格 龙 ( 有 raomw)1921 年 出 生 于 苏联 蛤 尔 科 夫 市 ，1942 年 
毕业 于 斯 维尔 德 洛 夫 大 学 ，1945 年 获得 副 博士 学 位 。 他 早年 
便 在 莫斯科 国立 大 学 . 奥 彼 克 霍 夫 - 基 辅 数 育 学 院 等 校 任 数 ， 
1957 年 至 1968 年 任 莫斯科 国立 数 育 学 院 的 玫 何 学 数 授 。1968 
年 以 后 ， 他 在 莫斯科 的 一 所 工程 技术 夜 大 学 任 数 ， 

他 对 苏联 的 数学 数学 具有 相当 大 的 影响 。 他 还 发 表 了 许 
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序 言 ( 搞 译 ) 
这 闻 书 分 为 两 册 "， 是 专 为 初等 几何 写 的 。 长 期 以 来 ， 


尤其 是 在 十 九 世 纪 ， 和 初等 几何 的 领域 里 积累 了 极其 丰富 的 次 
料 。 许 多 关于 加 、 三 角形 和 多 边 形 的 美妙 而 意 想不到 的 定理 


被 证 明了 ， 在 初等 几何 的 内 部 ， 还 形成 了 一 些 完整 的 分 支 ， 
如 “这 角形 的 几何 ”，“ 四 面体 的 几何 ”等 等 。 这 些 分 支 都 
有 各 自 的 广泛 题材 ， 各 自 的 习题 和 解 题 的 方法 。 

然而 ， 本 书 的 日 的 并 不 是 向 读者 介绍 初等 几何 中 那些 他 
们 所 不 熟悉 的 定理 。 我 们 认为 ， 上 面谈 到 的 初等 儿 何 的 那些 
发 展 ， 厦 不 说 明 需 要 有 专著 来 阐述 它们 。 这 是 因为 超出 高 中 
课程 范围 的 大 部 分 定理 只 不 过 是 一 些 “ 古 董 ”， 它 们 饶 没 有 
什么 实用 价值 ， 又 脱 遍 了 数学 发 展 的 主流 。 但 是 ， 在 初 笑 几 
何 中 ， 除 去 一 些 具 体 的 定理 之 外 ， 还 包含 了 两 个 重要 的 有 普 
通 意 义 的 思想 ,它们 构成 了 几何 学 的 一 切 进一步 发 展 的 基础 ， 
共 重 要 性 远 远 超出 了 几何 学 的 界限 。 共 中 之 一 是 演绎 法 和 几 


何 学 的 公理 基础 ! 另 一 个 是 几何 变换 和 几何 学 的 群 论 基础 。 


这 些 思想 都 是 内 容 丰富 和 卓有成效 的 。 例 如 ， 两 者 的 站 接 发 
展 都 导致 了 非 欧 几何 的 产生 ， 本 书 的 任务 是 阑 明 这 两 种 思想 
之 一 一 一 几何 学 的 群 论 基础 ， 


我 们 还 要 让 本 书 的 特点 说 几 甸 活 . 本 书面 向 十 分 广泛 的 
读者 。 在 这 种 情况 下 ， 难 免 要 为 照顾 一 部 分 读者 而 不 能 是 及 
一 部 分 读者 的 兴趣 。 作 者 笨 牲 了 基础 较 好 的 读者 的 某 些 兴 


趣 ， 力 求 使 本 书简 单 明 了 ， 通 俗 易 懂 ， 而 不 去 过 分 妃 求 严 窗 


”@ 中 译本 分 成 四 其. 一 一 中 译 者 


性 和 逻辑 上 的 精确 性 。 例 如 ， 我 们 不 一 般 地 对 儿 何 变换 这 个 
概念 下 定义 ， 因 为 尽管 定义 的 术语 在 直观 上 是 清楚 的 ， 但 它 
上 总 是 使 一 些 铅 乏 经 验 的 读者 右 到 困难 ， 由 于 同样 的 原因 ， 我 
们 不 得 不 避 开 有 向 角 的 概念 ， 并 且 把 有 向 线段 的 概念 推迟 到 
第 二 章 引 进 ， 尽 管 这 样 做 使 得 正文 和 习题 解答 中 的 某 些 论证 
严格 地 说 是 不 完整 的 。…… 但 是 我 们 认为 ， 基 础 好 的 读者 自 
己 能 够 去 完善 这 些 论证 ， 而 对 于 基础 不 那么 好 的 读者 ， 严 格 
性 上 的 欠缺 不 会 对 他 们 有 什么 妨碍 ，…… 

在 术语 的 选用 上 也 有 同样 的 考虑 。 作 者 根据 自己 当 学 生 
的 经 验 确信 ， 如 果 在 一 本 书 中 出 现 大 量 生 焉 的 术语 ， 会 大 大 
增加 它 的 难度 ， 因 此 在 术语 的 使 用 上 尽量 做 得 最 为 经 济 。 在 
某 些 情况 下 ， 不 得 不 放 玩 一 些 方 便 的 术语 ， 这 样 也 就 可 能 忽 
视 了 基础 较 好 的 读者 的 某 些 兴趣 。…… 

习题 为 读者 提供 了 自己 对 正文 内 容 掌 握 如 何 的 一 个 检验 
机 会 。 不 必 按 顺序 解 所 有 的 习题 ， 但 是 我 们 主张 读者 在 每 一 
组 习题 中 至 少 选 做 一 个 (做 用 个 更 好 )。 本 书 的 结构 使 得 照 这 
样 办 法 做 的 读者 将 不 会 丢失 任何 基本 的 内 容 。 在 解 完 (或 试 
图 去 解 ) 一 个 习题 时 ， 读 者 应 当 研 究 书后 的 解答 。 

习题 一 般 不 一 定 与 正文 衡 接 ， 但 解答 都 是 用 本 书 的 基本 
办 容 和 初等 几何 中 的 变换 。 特 别 要 注意 的 是 解 题 方法 而 不 是 
结论 。 个 别 的 习题 可 能 出 现在 儿 个 不 同 的 地 方 ， 因 为 将 同一 
个 问题 的 几 种 不 局 的 解法 加 以 比较 ， 常 常 是 有 人 答 的 ， 

有 许多 作 图 题 。 在 解 这 些 习题 时 ， 我 们 着 不 去 追求 “最 


简单 《在 某 种 意义 下 ) 的 作 图 法 .作者 的 看 法 是 ,对 这 些 习题 


主要 的 兴趣 是 在 逻辑 上 ,而 实际 上 怎样 完成 作 图 并 不 很 重要 。 


亚 格 龙 
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前 言 
什么 是 几何 学 ? 


基 谢 记 夫 在 他 的 高 级 中 学 几何 课本 的 开头 ， 给 出 了 点 、 
线 、 面 、 体 的 定义 ,并 规定 几何 图 形 是 “以 常规 的 方式 处 在 空 
间 中 的 点 、 线 , 面 、 体 的 集合 ”, 紧 跟着 就 给 几何 学 下 了 定义 : 
“几何 学 是 研究 几何 图 形 的 性 质 的 学 科 。” 这 可 能 使 人 产生 
一 个 印象 ， 作 为 前 井 标 题 的 这 个 问题 似乎 早已 在 高 级 中 学 几 
何 课本 中 回答 了 ， 用 不 着 我 们 再 来 做 艾 章 。 

然而 ， 这 种 简单 化 的 印象 是 错误 的 。 虽 然 不 能 说 基 谢 启 
夫 的 定义 不 对 ， 但 它 是 不 完善 的 。“ 性 质 2” 这 个 词 的 含义 很 
广泛 ， 几 何 学 当然 不 能 研究 图 形 的 所 有 性 质 。 例 如 ， 一 个 三 
角形 是 画 在 白 纸 上 的 ， 还 是 画 在 黑板 上 的 ， 这 在 几何 学 中 是 - 
不 重要 的 ， 三 角形 的 颜色 并 不 是 儿 何 学 的 研究 对 象 。 当 然 我 
们 可 以 这 样 解释 ， 按 照 上 面 的 定义 ， 儿 何 学 所 研究 的 是 几何 . 
图 形 的 性 质 ， 而 颜色 是 用 来 画 三 角形 的 纸 的 性 质 ， 不 是 图 形 
本 身 的 性 质 ， 但 是 ， 这 种 解释 仍然 不 会 使 人 满意 ， 究 葛 图 形 
的 哪些 性 质 是 几何 学 中 所 研究 的 ?人 们 总 是 希望 能 依据 一 个 
“数学 式 ? 的 定义 来 判别 ,而 这 里 还 缺少 这 样 的 定义 。 例 如 ， 
当 你 试图 去 解释 下 面 的 现象 时 ， 就 会 感到 这 种 不 足 。 在 几何 - 
学 中 ， 我 们 只 研究 画 在 黑板 上 的 三 角形 的 一 个 顶点 到 某 些 直 
线 ( 例 如 这 个 三 角形 的 这 个 顶点 的 对 边 ) 的 距离 ， 而 不 碍 究 它 ， 
到 另 一 些 直 线 ( 例 如 黑板 的 边框 线 ) 的 距离 。 如 果 机 用 上 面 的 
定义 来 解释 这 现象 ， 简 和 直 是 不 可 能 做 到 的 。 

但 是 在 这 里 我 们 要 说 明 ， 不 能 因为 上 述 定 义 的 不 完善 而 


去 责怪 学 校 用 的 几何 课本 ， 在 学 习 几 何 的 最 初 阶段 ， 基 谢 座 
天 的 定义 也 许 是 所 能 给 出 的 唯一 的 定义 。 要 明白 这 一 点 ， 只 
需 看 看 下 面 的 事实 ， 几 何 学 的 历史 开始 于 4000 多 年 以 前 ， 但 
几何 学 的 第 一 个 科学 的 定义 〈 本 书 的 主要 目的 之 一 就 是 描述 
这 个 定义 ) 汉 是 在 大 约 80 年 前 (1872 年 ) 由 德国 数学 家 克 某 因 
G .Klein) 给 出 的 。 非 欧 几 何 学 的 创建 推动 了 这 个 定义 的 产 
生 。 在 罗 巴 切 夫 斯 基 (Jio6aqeaegmaio 创建 非 欧 儿 何 学 时 ， 数 
学 家 们 并 没有 明确 认识 到 有 必要 对 儿 何 学 的 研究 对 象 下 一 个 
确切 的 定义 。 只 是 在 非 欧 用 何 创建 之 后 ， 人 们 才 明 白 ，“ 几 
- 何 图 形 ” 的 直观 概念 不 再 能 作为 几何 学 科 中 的 丰富 多 条 的 结 
构 的 基础 了 。 直 观 概念 是 不 能 容纳 多 种 “几何 学 ”的 。 

现在 我 们 回 到 原 题 来 淤 清 儿 何 学 所 研究 的 几何 图 形 的 性 
质 。 我 们 已 看 到 ， 几 何 学 所 研究 的 并 不 是 几何 图 形 的 所 有 性 
质 ， 而 只 是 其 中 的 一 部 分 。 在 对 这 部 分 属于 几何 学 所 研究 的 
性 质 作 出 精确 描述 之 前 ， 我 们 只 能 秒 统 地 说 ， 几 何 学 研究 的 
是 图 形 的 “几何 性 质 ”。 而 这 个 说 法 并 不 能 使 基 谢 磨 夫 的 定 
义 得 到 完善 ， 只 是 把 问题 变 成 了 “什么 是 几何 性 质 ? ”。 对 
这 个 新 问题 又 只 能 回答 “几何 性 质 是 几何 学 中 所 研究 的 那些 
性 质 ”。 这 样 ， 我 们 喜多 了 一 个 圈子 ， 儿 何 学 规定 为 研究 图 
形 的 几何 性 质 的 学 科 ， 而 几何 性 质 又 规定 为 几何 学 中 所 研究 
的 性 质 。 要 冲破 这 个 园子 ， 我 们 必须 不 用 “几何 学 ”这 个 词 
来 规定 “几何 性 质 ? 。 


为 了 研究 什么 是 图 形 的 “ 儿 何 性 质 ” 这 个 问题 ， 我 们 先 


看 一 个 大 家 热 秋 的 命题 ， 给 定 两 边 4,b 和 夹 角 C 作 三 角形 ， 
出 只 有 一 个 解 [图 1(a)]D 。 可是， 如 果 从 另 一 角度 去 考虑 ， 


@ “与 此 不 局 ,给 定 两 边 s,5 和 一 个 对 角 4 作 三 角形 ， 则 本 能 有 两 个 解 [图 
-《b)]。 
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这 个 结论 似乎 是 不 对 的 ， 实 际 上 不 止 一 个 三 角形 具有 给 定 边 
4,b 和 夹 和 角 C ， 而 是 有 无 穷 多 个 (图 2);， 因此 上 逃 问 题 不 止 -- 
个 解 ， 而 是 有 无 穷 多 个 解 。 那 么 结论 说 只 有 一 个 解 又 是 什么 
意思 呢 ? 


8 
2 ~, 
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“由 两 边 4,b 和 夹 角 C 只 能 作 一 个 三 角形 ”这 个 结论 显 
然 是 意味 着 所 有 具有 给 定 边 4,b 和 夹 角 C 的 三 角形 互相 从 


过 
7 
< 


等 。 因 此 ， 更 确切 的 说 法 是 ， 给 定 凑 边 和 夹 角 可 以 作 无 穷 
多 个 三 角形 ， 但 它们 都 互相 全 等 。 而 在 几何 学 中 说 只 有 一 个 - 
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角形 具有 给 定 的 两 边 4,b 和 夹 角 C 时 ， 对 那些 只 在 位 置 上 
不 相同 的 三 角形 是 不 加 以 区 别 的 。 底 然 几 何 学 是 研究 图 形 的 
“几何 性 质 ” 的 学 科 ， 那 么 很 清楚 ， 只 有 几何 性 质 完全 相同 
的 图 形 子 能 彼此 不 加 区 划 。 因 此 ， 公 等 的 图 形 就 有 完全 相同 
的 用 何 性 质 ， 相 反 地 ， 丰 至 等 的 图 形 一 定 具有 不 同 的 几何 性 
质 ， 和 否则 它们 就 不 能 区 别 了 . 

这 样 ， 我 们 就 得 到 了 图 形 的 几何 性 质 的 定义 ， 图 形 的 儿 
何 性 质 是 全 等 的 图 形 所 共有 的 那些 性 质 。 现在， 我 们 可 以 明 
确 回答 前 面 提 到 的 问题 ， 为 什么 儿 何 学 中 不 研究 三 角形 的 一 
个 项 点 到 黑板 边框 线 的 距离 ? 这 是 因为 这 个 距离 不 是 几何 性 
质 ， 对 于 全 等 的 图 形 来 说 ， 它 不 是 不 变 的 。 而 另 一 方面 ， 三 
角形 的 高 是 几何 性 质 ， 因 为 全 等 三 角形 的 对 应 高 是 相等 的 ， 

至 此 ， 我 们 高 儿 何 学 的 定义 已 经 很 近 了 。 我 们 知道 儿 何 
学 了 太 究 的 是 图 形 的 “几何 性 质 ”， 也 就 是 全 等 图 形 所 共有 的 
性 质 。 剩 下 只 用 回答 “什么 是 至 等 图 形 ? ”这 个 问题 了 。 

最 后 的 这 个 问题 也 许 会 使 有 些 读者 失望 ， 它 可 能 造成 这 
样 的 印象 ， 到 此 为 止 我 们 什么 也 没有 得 到 ， 只 是 单单 把 一 个 
问题 变 成 另 一 个 同样 困难 的 问题 。 然 而 事实 并 不 是 这 样 ， 什 
么 情况 下 两 个 图 形 全 等 的 问题 是 不 难 回答 的 ， 基 谢 摩 夫 的 几 
何 课本 已 给 出 了 一 个 完全 信人 满意 的 回答 。 按 照 基 谢 雇 夫 的 
说 法 ，“ 如 果 两 个 图 形 中 的 一 个 经 过 在 空间 中 的 移动 ， 可 以 
和 另 一 个 在 各 个 部 分 上 都 重合 ， 就 称 它 们 是 全 等 的 ”。 换 名 
话说 ， 全 等 的 图 形 喜 是 能 经 过 运动 而 做 到 彼此 完全 重合 的 那 
些 图 形 。 因 此 ， 图 形 前 几何 性 质 一 一 全 等 图 形 所 共有 的 性 质 
一 一 就 是 图 形 在 移动 中 不 变 的 那些 性 质 。 

现在 ， 我 们 终于 得 到 了 几何 学 的 下 述 定义 : 几何 学 是 研 
完 几 何 图 形 在 运动 中 不 变 的 那些 性 质 的 学 科 ， 我们 就 在 这 个 
4 


定义 上 停 步 了 ， 尽 管 这 个 定义 还 有 进一步 发 展 的 余地 ， 但 我 
和 们 将 在 以 后 来 讨论 它 。 

爱 追 根 究 底 的 读者 也 许 对 这 个 定义 仍 不 满意 ， 要 求 我 们 
解释 运动 的 意义 。 可 以 这 样 回 答 ， 运 动 了 是 平面 (或 实 间 ) 的 
一 个 几何 变换 ， 它 把 每 一 点 A4 变 到 另 一 点 4， 大 且 使 得 任 
何 两 点 4 和 B 之 间 的 距离 窜 于 它们 所 变 到 的 点 4 和 B’ 之 
间 的 距离 各。 运动 的 这 个 定义 是 相当 抽象 的 ， 旗 然 我 们 已 认 
识 到 保 距 变 换 在 几何 学 中 起 了 如 此 重要 的 根本 性 作用 ， 就 愿 
意 直 观 地 认识 它 ， 着 仔细 地 研究 它 的 所 有 性 质 。 这 种 研究 就 
是 本 书 第 一 册 的 重要 内 容 ， 在 这 一 册 的 末尾 ， 列 出 了 平面 上 
所 有 可 能 的 保 距 变换 ， 这 可 以 作为 平面 上 保 距 变换 的 一 个 新 
的 ， 而 且 更 简单 的 定义 , (参看 ， 

第 二 章 第 二 节 末 尾 。) yi A(z 1) 

我 们 还 要 指出 ， 研 究 保 距 谈 
换 不 仅 是 为 了 用 来 明确 几何 学 这 nl -fey) 
个 概念 ， 它 还 有 重要 的 实用 意 
义 。 保 距 变 换 在 解决 许多 几何 
题 ， 特 别 是 作 图 题 时 ， 有 许多 应 
用 ; 这 可 以 用 它 在 几何 学 中 的 根 


中 或 称 保 距 变换 ,或 称 刚体 运动 。 下 面 将 常用 保 距 变 换 这 个 词 。 一 一 英 
去 者 

@ 平面 上 两 点 4 和 日 之 向 的 距离 等 于 

(zz2)2+ (7 一 72)2 ， 
这 里 *1，71 和 #3,7s 分 别 是 4 和 8 在 某 个 直角 伪 标 系 中 的 坐标 (图 8) ，( 笃 标 系 
前 选择 是 无 关 紧 要 的 。) 于 是 距离 概念 归结 为 一 个 简单 的 代数 式 ， 不 必 作 任何 解 
帮 了 。 
类 似 地 ， 空 间 中 两 点 4 和 8 的 距离 等 于 
Vs1- 52)2+(71 -72)2+ (21 一 z2)2 ， 


这 里 *i，71*z1 和 xz3*7y2*z3 是 4 和 B 在 空间 中 的 直角 坐标 ， 
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本 性 作用 来 解释 。 同 时 ， 从 保 距 变 玫 的 研究 中 还 能 得 到 可 于 
来 解 许 多 几何 题 的 某 些 一 般 方 法 。 有 时 ， 我 们 能 应 用 它们 把 
一 组 习题 化 成 同一 个 习题 而 车 由 别 的 途径 去 解 这 些 习题 ， 
则 下 用 各 不 相同 的 方法 。 例 如 ， 我 们 考虑 三 个 大 家 部 悉 的 作 
图 题 ， 

Ca》 春平 面 上 作 一 个 三 角形 ， 哟 得 在 它 的 三 条 边 上 分 别 
向 外 作 的 三 个 等 边 三 角形 的 新 顶点 恰 为 预先 给 定 的 三 点 。 

《b》 在 平面 上 作 一 个 三 角形 ， 使 得 在 它 的 三 条 边 上 分 别 
向 外 作 的 三 个 正方 形 的 中 心 恰 为 预先 给 定 的 三 点 。 

(ec) 给 定 七 边 形 各 边 的 中 点 ， 求 作 此 七 边 形 。 

这 三 个 习题 用 中 学 课本 中 的 通常 的 方法 也 能 解 ， 但 这 时 
看 起 求 它 们 似乎 是 互 不 相关 的 (而 且 都 是 相当 复杂 的 习题 ) 。 


第 一 题 可 以 这 样 解 ， 先 证 明 图 4(a) 中 三 条 直线 AM，， 
AsM，, 和 AsM, 交 于 一 点 OQ， 并 且 互 相 夹 相等 的 角 (就 是 说 
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.MIOM,= MIOM: = 一 MsDNMs = 120"。 于 是 我 们 可 以 由 
Mi ,Me 和 Ms 找到 0 点 了 )， 然 后 再 证 明 
4+O4=0O0M，04:+04s=OMI，04:+04 =OM:。 
(从 而 就 有 04, = (OM。+ OMs -OM)/2 等 三 个 等 式 。 这 样 
屠 能 找到 点 4 ,4 4 了 。) 
解 第 二 题 时 只 要 上 先 证 明 [ 图 4(b)] 
MiB1LMsB 和 NMsB = MsD， 
这 里 B, 是 三 角形 AAA4s 中 A 4; 边 的 中 点 或 者 证 明 〈 这 
是 第 二 种 解法 ! ) 
AM=MMs 和 4AM LNM:M:。 

解 第 三 题 可 以 利用 
正面 的 事实 ， 七 边 形 
.444s444A54Ar 的 对 
角 线 A1hs 的 中 点 好 和 与 
点 AM， ,MeMy 丛 是 一 
个 平行 四 边 形 的 四 个 项 
点 [图 4Ce)],， 因此 MM: 
可 以 作出 。 于 是 ， 作 七 
边 形 A,AsAsA,AsAeAh, 

的 问题 就 转化 成 作 五 边 形 A1424s444 的 类 似 问题 了。 这 个 
新 间 题 又 可 用 同样 方法 继续 化 简 。 

以 上 这 几 个 解法 技巧 性 都 是 相当 高 的 ， 都 要 作 一 些 辅助 
线 ，( 事 先 我 们 怎么 知道 杰作 哪些 辅助 线 呢 ?7 ) 工 且 都 是 要 动 
动脑 筋 的 。 但 是 ， 保 焉 变换 的 研究 使 我 们 能 提出 工 解 答 一 个 
更 一 般 的 作 图 题 (参见 21 题 ). 

求 作 一 个 nn 边 形 ， 使 得 分 别 以 它 的 各 边 为 底 边 、 给 定 角 
:01,… ,0n 为 顶 角 的 (并 在 n 边 形 外 的 ) n 个 等 腰 三 角形 的 顶点 
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恰 是 给 定 的 nn 个 点 ;《 当 n=3,01=0,=0s=60° 时 ,就 是 题 (a)，; 
当 n=3，Q=0s= 04=90"” 了 时， 就 是 题 (bh)， 当 n=7，Q1= 0 
=…=o=180"” 时， 得 到 题 (c) 。) 

这 个 一 般 的 作 图 题 能 用 关于 保 距 变换 的 某 些 定理 很 简单 
地 解决 ， 并 且 不 须 画 任何 图 。 在 第 一 、 二 两 章 中 ， 读 者 还 能 
找到 一 大 批 能 借助 于 保 距 变 换 来 解 的 几何 题 ， 


第 一 章 位 移 


1， 平 移 

在 平面 上 选 定 一 个 方向 NN“ (可 用 一 条 带 箭头 的 直线 玫 
示 )， 莽 取 定 一 条 长 度 为 4 的 线段 。 设 4A 是 平面 上 任意 一 点 ， 
取 点 4， 使 得 线段 A4’ 具有 NN’ 的 方 向 ,， 并且 长 度 为 
4 图 5Ca)j。 这 时 ， 我 们 就 说 A 和 是 4 点 经 过 在 NN' 方向 上 
的 、 距 高 为 4 的 平移 而 变 得 的 点 ;或 者 说 4 点 被 这 个 平移 变 
到 A 点 。 设 了 是 一 个 几何 图 形 。 在 这 个 平移 下 ， 所 有 由 三 
上 的 点 所 变 得 的 点 的 集合 构成 一 个 新 图 形 F'， 称 PF 是 下 经 
过 这 个 平移 而 变 得 的 图 形 [ 图 5Cb)]。 有 时 我 们 也 说 成 是 图 
形 忆 “整个 地 ” 沿 着 NN 方向 移动 距离 4 所 得 到 的 图 形 。 
这 里 “整个 地 ”的 意思 是 指 图 形 下 的 所 有 点 都 按 同 一 个 方向 
移动 同一 距离 ， 也 就 是 说 ， 所 有 连接 图 形 和 了 上 对 应 点 
的 直线 段 互相 再 行 ,方向 相同 并 且 长 诬 相 等 . 如 果 图 形 下 是 
册 忆 经 过 一 个 NAN 方向 上 的 平移 得 到 的 ， 那 么 图 形 了 也 可 


N 0 入 


A' 


人 一 一 一 一 一 一 一 心 


以 由 严 经 过 -个 相反 方向 ( 即 N'N 方 向 ) 上 的 平移 而 得 
到 。 因 此 ， 我 们 就 可 以 说 两 个 图 形 相差 一 个 在 移 。 

于 移 把 一 条 这 线 1 变 成 一 条 与 它 平行 的 直线 ![ 图 6 
Ka)]， 工 把 一 个 圆 $ 变 成 一 个 与 它 相 等 的 圆 S/[ 图 6(b)]， 


1。 给 定 两 个 圆 8 和 S:， 一 直线 ! 。 试 作 一 条 平行 于 
i 的 直线 ， 使 它 与 S1 和 Ss 的 两 个 交点 之 间 的 距离 等 于 给 定 
值 a 

2。 (a) 4 和 召 两 城市 被 一 条 河 陋 开 。 现 要 在 河上 架 淡 
一 桥 MN 。 试 问 桥架 在 何 处 才能 使 4 到 也 的 路 径 AMNB 最 
短 [ 图 7 (a?]? 《假定 河 的 两 岸 是 两 条 平行 直线 ， 桥 要 与 河 重 
直 。) 

(b》 设 在 上 题 中 隧 开 和 4 和 B 的 是 几 条 河 ， 每 条 河上 各 架 
一 桥 ， 应 该 在 哪儿 架 才 能 使 A 到 了 的 路 径 最 短 [ 图 7 (b)]? 

3。 (a) 给 定 两 条 直线 有 和 ts。 试 求 到 已 和 已 的 距离 
之 和 为 给 定 值 4 的 点 间 的 轨 还 。 

(hb) 给 定 两 条 直线 和 ts， 试 求 到 4 和 1 的 距离 之 其 
为 给 定 值 4 的 点 半 的 轨 述 ， 

4 设 D,B,F 分 别 是 三 角形 4BC 的 三 边 AB,BC,CA 
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的 中 点 ;又 设 0 ,0:,0 分 别 是 三 角形 4DP,BDB,CERF 的 
三 个 外 心 (外 接 圆 移 贺 心 ),Q1, Qs,0 分 别 是 这 三 个 三 角形 的 
内 心 (内 切 圆 的 圆心 ) 。 试 证 三 角形 002:0， 和 QQ,C， 至 等 。 


图 7 

5， 试 证 ， 如 果 四 边 形 ABCD 的 一 双 对 边 的 中 点 连 线 
MNCM 和 NN 分 别 是 AD 和 BC 的 中 点 ) 的 长 度 等 于 4B,CD 
长 度 之 和 的 一 全 ， 则 这 个 四 边 形 是 梯形 ，。 

6， 在 国 上 给 定 两 
条 嘴 4 和 CD。 试 在 ~ 一 
辣 周 上 找 一 点 XX， 使 得 
吃 AX 和 BX 在 CD 上 
截 下 的 线段 EF 的 长 度 
等 于 给 定 值 4 (图 8 )， 

7.。 《a) 给 定 两 个 图 8 
相交 的 加 5 和 52， 设 
和 4 是 它 们 的 一 个 交点 。 试 过 A4 作 一 直线 1， 使 它 和 S51,S4 的 
另 两 个 交点 Mi ,M, 之 间 的 距离 为 给 定 值 4， 

《b》 试 作 一 三 角形 ， 使 它 和 一 个 已 知 三 角形 公 等 ， 攻 且 
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三 条 边 分 别 经 过 三 个 给 定点 ， 


此 题 还 将 在 第 二 册 委 二 章 的 第 一 节 中 出 现 [ 见 49 题 (a)] 。 

8. 给 定 两 个 加 S% 和 3: ， 一 直线 喇 以 及 一 点 44。 斌 作 

(Ca) 平行 于 ， 关 使 S 和 Ss 在 1 上 截 得 的 两 政 等 长 ， 

《b) 平行 于 ,并 使 3 和 sa 在 ! 上 截 得 的 两 点 长 度 之 
潭 |( 或 差 ) 等 二 定 值 4 . 

《c) 经 过 4A 点， 并 使 S, 和 Ss 在 1 上 鹤 得 的 两 著 等 长 。 


平移 是 平面 变换 (把 平面 上 每 一 点 变 到 另 一 点 ) 的 一 个 例 
G 。 在 平移 下 ， 没 有 一 点 健在 原 处 不 动 ( 即 疙 有 点 变 到 自 
已 )， 换 句 话 说， 平移 没有 不 动 点 。 

但 是 ， 在 一 个 平移 下 ,有 不 改变 位 置 的 直线 :所 有 平行 于 
平移 方向 的 直线 都 变 到 自己 (这 种 直线 沿 自身 滑动 )， 因 此 这 
些 直 线 ( 也 只 有 这 些 直 线 ) 是 这 个 平移 的 不 变 直 线 。 

现在 我 们 讨论 平移 的 另外 一 些 性 质 。 变 两 个 图形 上 和 
F' 相差 一 个 平移 ， 又 设 A4 和 B 是 下 的 任意 两 点 ，A 和 了 是 
它们 在 图 形 F* 上 的 对 应 点 [ 见 图 5Cb)jJ。 因 为 44’ f 8B'， 
才 且 AAA =BB’E ， 所 以 四 边 形 AA’B'B 是 平行 四 边 形 ， 
从 而 4B/4'B8' 和 且 AB=A’B’。. 二 是 ,如 果 图 形 了 和 F' 相 
差 一 个 平移 ， 则 这 两 个 图 形 上 的 对 应 线段 相等 ， 和 平行 并 旦 方 
徇 相 同 。 

下 面 ,我 们 来 证 明 这 个 结论 的 反面 :如 果 从 图 形 了 上 的 点 
到 另 一 个 图 形 上 的 点 有 一 个 对 应 关系 ， 使 得 联结 工 上 任 
””@ 按照 前 言 中 的 定义 ， 平 移 还 是 保 距 变换 运动》， 因 为 我 们 马上 就 琅 
证 明 ， 它 把 每 个 线段 48 变 成 等 长 的 线段 4B’， 


团 这 里 44’=BB’ 的 六 义 是 线段 44′ 和 BB’ 的 长 度 相 等 。 在 本 书 中 ， 
从 一 点 了 到 另 一 点 Q 的 距离 仍 将 简 半 地 记 作 PQ, 一 一 英 译 者 
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意 两 点 的 线段 与 联结 上 对 应 两 点 的 线段 相等 ,平行 类 下 
方向 相同 ， 则 了 与 8 相差 一 个 平 黎 。 在 图 形 了 和 A 户 上 取 
定 一 对 对 应 点 M 和 M ’。 设 A 和 A” 是 任意 的 另 一 对 对 应 点 
[ 见 图 5Cb)]]. 我 们 有 MMAY M'A’* 和 MA=M’h’ ;由 此 推出 中 
边 形 MM' 4' 4 是 平行 四 边 形 ， 因 此 44' /MMXM' 和 AAh’= 
MAM' 。 这 就 是 说 ，4/ 点 是 A 点 经 过 一 个 在 加 M’ 方向 上 
的 距离 为 MM’ 的 平移 而 得 到 的 。 由 4 和 4 的 任意 性 ,可 知 
图 形 F' 是 图 形 了 经 过 以 MM’ 为 方向 距离 为 MAM 的 再 
移 而 得 到 的 。 | 

现在 我 们 考察 接连 进行 两 个 平移 的 结果 。 假 设 第 一 个 平 
移 把 下 变 到 Pi， 第 二 个 平移 又 把 瑚 变 到 严 ( 图 9)。 如果 
第 一 个 平移 把 图 形 忆 上 的 线段 AB 变 到 已 上 的 线段 4PBb 
则 A1B,Yf AB, AiB, =AB， 并 且 A418B, 和 AB 有 相同 的 方 
向 。 类 似 地 ， 如 果 第 二 个 平移 把 A.B1 变 成 上 的 线段 
LA'B' ,就 有 A'B’' fA1B1,A’'B’=AB,, 并 且 A’B’ 和 4.P， 
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方向 相同 ， 于 是 ,和 F' 的 对 应 线段 4B 和 A’B' 就 相等 , 
平行 并 且 方 向 相同 。 根 据 上 面 所 证 的 结果 ， 存 在 一 个 平移 将 
下 变 成 下 。 这 就 说 明 ， 连 续 进 行 两 个 平移 可 用 另 一 个 平移 
求 代替 。 

上 述 结 论 也 可 换 另 一 个 说 法 。 在 力学 中 ， 可 用 一 个 位 移 
等 价 地 代替 几 个 位 移 的 全 加 ， 通 常 把 这 称 为 “位 移 的 加 法 ”, 
同样 ， 我 们 也 可 引进 “变换 的 加 法 ”。 平面 上 两 个 变换 之 和 ， 
就 是 作 了 第 一 个 变换 之 后 再 作 第 二 个 变换 所 得 到 的 变换 人 D 。 
于 是 ， 上 面 的 结论 可 重 述 如 下 ， 两 个 平移 之 和 也 是 一 个 平 
移 @ .还 要 注意 ,如 果 NN, 是 表示 第 一 个 平移 ( 它 把 FF 变 到 F,》 
的 距离 与 方向 的 线段 ，NiN' 是 表示 第 二 个 平 移 ( 它 把 已 变 
到 F’ ) 的 距 窜 与 方向 的 线段 ， 那 么 线段 NN’' 就 表示 把 F 变 
到 的 平移 的 距离 与 方向 。 


图 10 


人 们 常 说 一 个 平移 在 一 条 已 知 直 线 ! 上 移 了 给 定 的 距离 
4 。 然 而 ， 这 种 说 法 是 不 明确 的 ， 因 为 对 于 给 定点 A， 条 件 
组 
1. 44/ /以 2. 44/ =4 
决定 两 个 点 A 和 A”( 图 10)， 而 不 是 一 个 点 。 下 面 我 们 来 
改过 这 个 说 法 ， 使 之 明确 。 选 定 直线 ! 的 一 个 方向 作为 正 


Q@ 数学 文献 中 常 把 这 个 概念 称 为 “变换 的 乘积 ”。 


加 这 个 命题 还 有 一 个 外 述 形 式 ， 若 两 个 图 形 了 和 F' 都 可 由 第 三 个 图 形 
Fl 钨 平移 而 得 到 ， 则 它们 也 互相 可 用 平移 来 变 得 。 
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站 


向 (可 用 箭头 来 表示 )， 数 量 4 可 取 正 负 值 ， 由 平移 的 方向 与 
1 的 正 向 是 否 一 致 来 决定 。 这 样 ， 图 10 中 的 4' 点 和 A 点 
分 别 对 应 着 不 同 的 ( 仅 在 正 负 符 号 上 不 同 ) 平 移 距离 。 这 样 ， 
就 自然 产生 了 直线 上 的 有 向 线段 的 概念 ， 这 线段 是 可 正 可 负 
的 、 

平移 也 可 只 用 一 个 平面 上 的 有 向 线段 NN’ 来 表示 ， 这 
个 有 向 线段 弃 表 示 了 平移 的 方向 ,又 表示 了 它 的 大 小 (图 11)， 
于 是 ， 就 引出 了 平面 上 的 有 
向 下 线段 (向 量 ) 的 概念 ， 这 -一 一 一 人 
个 概念 也 产生 于 力学 和 物理 
学 中 。 平 移 的 加 法 导出 了 通 
常 向 量 加 法 的 定义 (图 9 )。 


2。 中 心 对 称 和 旋转 


在 平面 七 取 定 一 点 O( 称 为 对 称 中 心 )， 我 们 来 描述 关于 
0 点 的 中 心 对 称 。 如 果 线 段 44/ 的 中 点 就 是 0 ,那么 就 说 A 
点 经 过 关于 O 点 的 中 心 对 称 变 为 A’ 点 [图 12(a)]， 显 然 ， 当 
4 经 过 关于 O 点 的 中 心 对 称 变 为 4' 时 ，A/ 经 过 关于 0 点 
的 中 心 对 称 就 变 为 4。 因 此 ， 我 们 可 以 说 两 个 点 关于 一 给 


15 


定点 中 心 对 称 。 当 A 是 4 点 经 过 关于 O 点 的 中 心 对 称 所 变 
得 的 点 时 ， 我 们 也 常 说 和 是 4 在 0 点 上 作 反 射 的 象 ， 或 者 
说 4 关于 0 点 对 称 于 4 

给 定 图 形 。F 上 的 所 有 点 关于 O 点 的 对 称 点 的 集合 构 
成 一 个 新 图 形 F'/ ， 称 F' 是 图 形 玉 经 过 关于 0 点 的 中 心 对 


称 而 变 得 的 图 形 
1 [图 12(b)]， 在 这 
ee 一 | a 
~、~、 -= 同 有 时， 下 也 是 F 
-| 经 过 关于 0 点 的 中 
er 里 
和 心 对 称 所 变 得 的 。 
图 13(a) 中 心 对 称 把 直线 变 


成 与 它 平 行 的 直线 
[图 13(a)]， 把 贺 变 成 与 它 全 等 的 田 [ 图 13(b)]，( 例 如 我 
们 证 明 一 个 个 径 为 了 的 园 经 过 一 个 中 心 对 称 变 成 一 个 全 等 
圆 。 注 意图 13(b)? 中 三 角形 AOM 和 A’OM' 是 至 等 的 ， 因 而 
到 点 的 距离 为 ? 的 4 点 的 轨迹 被 变 成 到 M“ 的 距离 为 了 的 
A' 点 的 轨迹 。》 


9， 给 定 团 S， 直 线 ! 和 点 4。 试 过 A4 作 一 直线 ， 使 得 
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它 与 1 和 5 的 交点 D 所 夹 线段 的 中 点 就 是 4 。 

10. 过 两 贺 5S 和 5 的 交点 4 作 直 线 上 ， 使 得 

(a) 图 S, 和 3。 在 ! 上 蕉 得 等 长 的 总 。 

(b) 圆 S, 和 Sa 在 ! 上 截 得 弦 的 差 恰 为 给 定 值 a . 

10 题 (b) 显 然 是 7 题 (a) 的 推广 , 

11, 设 在 贺 S 上 给 定 两 弦 4B 和 CD， 拓 在 CD 上 取 定 
一 点 了 。 试 在 圆周 上 找 一 点 区 ,使 得 弦 4AX 和 8X 在 CD 上 
截 得 线段 EF 的 中 点 为 了 (图 14)。 

12， 两 条 平行 直线 所 夹 的 带子 显然 有 无 穷 多 个 对 称 中 心 
《图 15)。 一 个 图 形 能 有 多 于 一 个 ， 但 又 是 有 限 个 对 称 中 心 
吗 ? 〈 例 如 能 有 两 个 对 称 中 心 吗 ? ) 


设 图 形 了 和 Ff’ 关于 0 
点 中 心 对 称 、 如果 AB 和 
4'B' 是 F 和 F’ 上 的 一 对 
对 应 线段 (图 16) , 则 四 边 形 
.ABA’B’ 是 平行 四 迪 形 ( 因 


O00 


@ 这 里 指 直线 与 3 的 两 个 交 虑 中 的 任何 一 个 。 


了 7 


人 它 的 两 条 对 角 线 被 交点 0 平分 }。 于 是 就 有 下 面 结 论 ， 关于 
一 点 中 心 对 称 的 两 个 图 形 上 的 对 应 线段 竺 长， 平行 产 且 方向 
相反 。 下 面 ， 我 们 证 明达 个 结论 的 反面 : 如果 从 图 形 卫 的 点 
到 天 的 点 有 一 个 对 应 关系 ， 使 得 和 上 的 任意 一 对 对 
应 线段 (端点 分 别 对 应 ) 相 等 ， 焉 行 并 且 方 向 相反 , 则 请 和 FF/ 
关于 某 一 点 中 心 对 称 。 事 实 上 ， 只 要 在 下 和 上 选 定 一 对 
对 应 点 M 和 AM“ ,并 记 线 自 间 M 的 中 点 为 O。 设 A4 和 Ah 是 
FF 和 F 上 的 任意 男 一 对 对 应 点 ( 见 图 16)。 由 条 件 , 有 AMJ 
MA 和 AM=M’A’; 从 而 四 边 形 AMA’M' 是 平行 四 边 
形 ， 其 对 角 线 AA’ 的 中 点 与 对 角 线 MM' 的 中 点 0 重合 , 即 
4' 是 由 4 经 过 关于 O 点 的 中 心 对 称 变 得 的 由 4 ,A 的 任 : 
意 性 ， 就 知道 ”是 图 形 下 经 过 关于 〇 点 的 中 心 对 称 所 变 得 - 
的 图 形 。 


图 17 


现在 考虑 三 个 图 形 F ,Fi 和 F'， 其 中 Fi 是 了 经 过 关于 
O1 点 的 中 心 对 称 变 得 的 ，F 是 经 过 关于 0。 点 的 中 心 对 
称 变 得 的 (图 17)。 设 41B, 是 Fi 上 一 条 任意 线段 ，48 和 
A’B’ 分 别 是 A1B, 在 F 和 F’ 上 的 对 应 线段 , 则 4B 与 4 
等 长 ,平行 且 方 向 相反 3 4 有 与 4B” 也 等 长 ,平行 且 方 向 相 
反 ， 于 是 线段 48 与 A'B' 竺 长， 平行 且 方 向 相同 。 这 样 ， 
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阁 形 和 Ff/ 上 的 对 应 线段 等 长 ， 平 行 且 方 向 相同 ， 因 而 下 
可 由 下 经 过 一 个 平移 而 变 得 。 我 们 就 得 到 ， 两 个 中 心 对 称 之 
和 是 一 个 平移 (对 照 14 页 的 结果 )。 这 个 结论 也 可 从 图 17 直 接 
看 出 。 因 为 00。 是 三 角形 44:4' 的 两 边 AA, 和 AA’ 的 
中 点 连 线 ， 所 以 44' / 00:， 且 44' = 20:02 这 就 是 说 ， 
F' 上 的 每 一 点 4 都 是 由 它 在 下 上 的 对 应 点 4 经 过 在 OOs 
方向 上 的 、 距 离 为 线段 010s 两 倍 的 平移 而 得 到 的 . 

用 完全 相同 的 方法 可 以 证 明 ， 一 个 平移 与 一 个 关于 0 点 
的 中 心 对 称 之 和 (图 18)， 或 一 个 关于 〇 点 的 中 心 对 称 与 一 个 
平移 之 和 ， 是 关于 某 个 新 点 01 的 中 心 对 称 。 


图 18 


我 们 再 进一步 作 一 些 重要 分 析 。 连 续 作 关于 0: 点 和 O， 
点 的 两 次 中 心 对 称 (在 图 19 中 ，4 一 4 一 4’) ， 相 当 于 作 一 


3 
4 A A' 
Oe ge sg 
~ 1 -一 \O，_-- 一 一 
-5 3 mg 
4 NA 
和 
1 A 
图 19 


个 0, 到 0 方向 的 平移 ， 平 移 距离 为 20,0。， 而 同样 这 两 个 
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中 心 对 称 ， 按 相反 的 次 序 进行 (在 图 19 中 ，4->A1->A), 则 
相当 于 在 O， 到 0， 方向 上 的 一 个 平移 ， 距离 也 是 20,0,。 由 
此 可 见 ， 两 个 中 心 对 称 之 和 对 于 它们 进行 的 次 序 有 着 实质 性 
的 依 顿 关系 。 这 种 现象 是 变换 的 加 法 的 特征 ， 一 般 说 来 两 个 
变换 之 和 是 依赖 于 它们 的 次 序 的 ， 

在 谈 到 中 心 对 称 的 加 法 时 ， 我 们 总 是 把 它 看 作 整 个 平面 
的 变换 ， 它 把 平面 的 每 一 点 4 变 到 一 个 新 点 4’'LC .。 不 难看 
出 ， 一 个 中 心 对 称 只 有 一 个 不 动 点 ， 它 就 是 对 称 中 心 0 ， 而 
不 变 坦 线 喜 是 通过 Q 点 的 那些 雪线 。 


13.(a) 给 定 平 面 上 偶数 个 点 01902,… ,On; 又 设 4B 
是 平面 上 任 一 线段 ， 记 AB, 是 AB 经 过 关于 0, 点 的 中 心 
对 称 所 变 得 的 ，A2Bs 是 4 经 过 关于 0s 点 的 中心 对 称 所 
变 得 的 ，AsBs 是 4:B。 经 过 关于 0 点 的 中 心 对 称 所 变 得 的 ， 
办 最 后 AnDn 是 An_iBn_1 经 过 关于 On 的 中 心 对 称 所 变 
得 的 ( 见 图 20(a)， 那 里 4 =4)。 试 证 Ah，= BB。。 

如 果 了 是 奇数 ， 本 题 结论 还 成 立 吗 ? 


@ 见 12 页 的 脚 广 OO。 
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〈《b) 给 定 平面 上 奇数 个 点 01,02,… ,On《 见 图 20《4b)， 那 . 
里 n= 3). 任 取 一 点 4 ,将 4 相继 作 关 于 01,0，,… ,On 点 的 中 
心 对 称 ， 然 后 再 将 所 得 点 相继 作 关 于 0;,0s,… ,On 的 中心 
对 称 。 试 证 明 经 过 这 2n 次 中 心 对 称 最 后 所 得 点 4s* 与 4 重 
人 


如 果 壮 是 偶数 ， 本 题 结 论 还 成 立 吗 ? 
14. (a) 设 01,0s,0s,0, 是 平面 上 任意 取 定 的 四 点 ; 任 
给 第 五 点 4。 将 4 相继 作 关 于 01,0s,08;04 的 中 心 对 称 ; 然 
后 仍 从 及 出 发 ， 相 继 作 关 于 这 四 点 的 中 心 对 称 ， 但 次 序 改 成 
Os,0,,01,0,. 试 说 明 在 这 两 种 情况 下， 4 点 最 后 所 变 得 的 
是 同一 点 4 图 21) 。 


(C) 设 O01,02,03,04,0。 是 平面 上 任意 五 个 点 ， 将 任意 
一 点 和 4 相继 作 关 于 O01,0s,0s,04,0s 的 中 心 对 称 ， 然 后 
青 将 4 相继 作 关 于 这 五 点 的 中 心 对 称 ， 但 次 序 改 成 05,04， 
O08,0，,O1。 试 说 明 在 这 两 种 情况 下 ， 有 4 点 最 后 变 得 的 是 同一 
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壹 4。。 

《e) 在 平面 上 给 定 n 个 点 O01,0,… ,On。 将 任意 一 点 相 
继 作 关于 O1,0,… ,Os 的 中 心 对 称 ， 再 将 原来 点 相继 作 关 
于 Os ,Ow-_1,*… ,O01 的 中 心 对 称 。 试问 当 1 是 什么 数 时 ， 两 种 
做 法 最 后 得 到 的 点 位 置 相同 ? 

15.。 设 ?是 一 个 奇数 (例如 ma=9)， 给 定 平 面 上 1 个 
点 。 试 作 一 个 nn 边 形 ， 使 得 它 各 边 的 中 点 就 是 这 nn 个 点 。 

考虑 n 为 偶数 的 情形 。 

21 题 (31 页 ) 是 15 题 的 推广 ， 它 也 就 是 第 二 册 第 一 章 第 二 
节 的 37 题 。 

16。《a) 试 证 ， 任 意 一 个 四 边 形 各 边 中 点 构成 一 个 平行 
四 边 形 [图 22(a)]。 

《b) 设 M1,M,,Ms,M,,Ms,Me 是 一 个 太 边 形 各 边 的 诸 
中 点 。 试 证 ， 存 在 三 角形 T, 和 Ts,T, 的 各 边 分 别 平行 且 等 
于 MiM;, MsM,,MsMse ,Ts 的 各 边 分 别 平行 且 等 于 MaMs， 
MAM ,MeMi[ 图 22(b)]. 


在 平面 上 选 定 一 点 0 ， 给 定 一 个 角 a 并 约定 一 个 旋转 广 
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向 (通常 我 们 取 反 时 针 方 向 )。 设 4 是 平面 上 任意 一 点 ， 命 - 
4 是 满足 条 件 04=04' 和 人 AOA’ =a( 因 而 当 04 按 规定 
方向 旋转 a 角 时 便 与 04 重合) 的 点 ， 我 们 就 说 4 是 4 点 . 
经 过 中 心 为 0， 转 角 为 4 的 旋转 而 变 得 的 点 ， 或 者 说 4 点 被 
这 个 旋转 变 到 4 点 [图 23(a)]， 一 个 图 形 卫 的 所 有 点 经 过 


一 个 旋转 而 变 得 的 点 的 集合 ,构成 一 个 新 图 形 已 [图 23(b)] 。 
有 时， 我 们 也 可 说 图 形 F 是 “整体 地 ” 绕 0 点 旋转 角 
而 得 到 的 ， 这 里 “整体 地 ”的 意思 是 指 的 所 有 点 都 在 同一 
圆心 的 圆周 上 移动 ， 工 画 出 相同 弧度 的 弧 。 如 果 图形 F” 
是 经 过 一 个 旋转 (转角 为 4 ?所 得 到 的 ， 那 么 反 过 来 下 也 本 
由 F/ 经 过 同一 中 心 的 一 个 旋转 得 到 ， 转 角 为 360” -a( 或 在 
相反 方向 上 转 “ 角 )。 因 此 ， 我 们 可 以 说 一 对 图 形 相差 一 个 
旋转 。 
一 个 旋转 把 一 条 直线 ! 变 成 另 一 条 直线。 要 作 ， 


23 


只 需 用 先 把 旋转 中 心 0 在 ! 上 的 垂 足 尸 旋转， 得 新 点 P， 
再 过 P' 作 垂直 于 OP' 的 直线 ， 其 为 上 [图 24(a)]。 显然 ! 


(a) 


图 24 


与 1 的 夹 角 就 等 于 转角 。 要 证 此 结论 ， 只 须 注 意图 24(a) 中 
POP' 和 ~LM! 是 相等 的 ， 因 为 这 两 个 角 的 角 边 互相 垂 
着。 

设 绕 O 点 的 旋转 把 一 个 圆 变 成 一 个 新 贺 9. 要 作 25“ ， 
只 须 先 将 8 的 圆心 M 绕 0 旋转， 再 以 所 得 点 M′ 为 圆心 ，S 
葛 企 径 为 竺 径 作 贺 ， 即 为 S [图 24(b)]， 

如 果 对 旋转 方向 不 作 约定 ， 那 么 对 给 定点 和， 条 件 组 

1, 0A4’ =04; 2, /AOA’=a 

显然 能 决定 两 个 点 A4' 和 A”( 疼 25), 要 从 中 选 定 一 点 , 可 用 
下 面 的 方法 ,我 们 约定 把 一 个 旋转 方向 定 作 是 正 的 《例如 可 在 
一 圆周 上 夯 个 第 头 来 吕 示 )， 而 把 相反 的 旋转 方向 看 作 达 负 
的 。 于 是 ， 我 们 就 可 根据 4 到 4/ 的 旋转 方向 把 旋转 角 “ = 
AA40O4' 分 为 正 负 ; 从 而 4 和 47 对 应 着 不 同 的 (在 正 负 符 号 
上 ) 旋 转角 。 这 样 ， 就 自然 地 导出 了 有 向 角 的 概念 , 它 是 可 正 
可 负 的 。 有 向 角 的 概念 在 初等 数学 的 很 多 别 的 问题 中 也 有 
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-期 。( 在 别 的 地 方 ， 还 
凋 现 有 向 圆 的 概念 ， 这 
-是 选 定 了 方向 的 图 
周 。)》 


17， 给 定 两 条 直线 d 
对 和， 一 点 外 ， 以 及 图 25 
一 角 a 。 试 以 4 为 圆心 
作 一 加 ,使 得 和 4 在 此 圆 上 截 下 一 条 弧度 与 a 相等 的 弧 。 
18. 试 作 一 个 等 边 三 角形 ， 使 得 它 的 三 个 顶点 分 别 在 三 
-条 给 定 的 平行 直线 上 ， 或 在 三 个 给 定 的 同心 圆 上 ， 
19. 给 定 一 圆 S， 两 点 A4 和 BB， 以 及 一 角 Q ， 试 在 S 上 
我 两 点 C 和 刀 ， 使 C4/ DB， 攻 且 弧 CD 的 狂放 与 "相等 。 
20. 给 定 两 图 s 和 59*， 一 点 4， 以 及 一 角 a 。 试 过 4 
- 作 两 条 直线 忆 和 4。， 使 它们 的 夹 角 等 于 a， 寿 且 S11 和 S; 分 
别 在 和 4 上 截 得 的 蓄 相 等 ， 


设 一 个 中 心 为 O， 转 角 为 a 的 旋转 把 图 形变 为 F' ;又 
设 AB 和 hiB’ 是 FF 和 F’ 上 的 一 对 对 应 线段 (图 26)。 则 三 
角形 04B 和 0Ah’B’ 至 每 (0A=0A'/,0B=0B’; 又 因为 
了 40h' = LBOB’ =a, 所 以 人 A40B = Ah’'0B') ,因此 AB = 
-A' Br， 线段 4B 和 A'B' 的 夹 角 等 于 a (因为 直线 4B 和 
.4 8 相差 一 个 转角 为 的 旋转 ， 见 图 24(a)); 而 旦 ， 要 得 
到 有 疝 线 段 4 了 ， 只 须 将 48 在 这 个 旋转 的 方向 上 和 转 a 
角 。 于 是 ， 我 们 得 到 ， 如 果 图 形 忆 和 F 相差 一 个 转角 为 a 
匆 旋 转 ， 则 和 FF 上 的 对 应 线段 相等 ， 并 且 夹 4 角 。 

下 面 我 们 证 明 这 个 结论 的 递 命题， 如果 从 图 形 的 点 到 
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图 形 F’ 的 点 有 一 个 对 应 关系 ， 使 得 了 和 了 上 的 对 应 线段 
相等 ， 且 夹 角 为 给 定 角 a (因此 当下 土 的 线段 在 某 个 确定 方 


向 上 旋转 a 角 时 ， 就 与 它 在 F/ 上 的 对 应 线段 平行 ), 则 与 
F' 相差 一 个 转角 为 a 的 旋转 。 事实 上 ， 设 导 和 M 是 F 和 
FE/ 上 的 一 对 对 应 点 ， 在 线段 MM/ 上 作 弧 ， 使 其 所 含 阅 周 
角 为 a ， 大 设 0 点 是 此 绒 与 线段 MM’ 的 中 垂 线 的 交点 。 

因为 OM=OM’，LMOM' =a， 所 以 中 心 为 0， 转角 为 a 
的 旋转 把 M 变 到 M' 饭 又 设 A 和 A/ 是 图 形 F 和 F 上 的 任 : 
一 对 别 的 对 应 点 。 比较 三 角形 OMA 和 OM’A’, 有 OM = 
OM' (根据 0 点 的 作法 )，MA = M' A' (由 条 件 ); 另 外， 由 


@ 即 舌 上 点 X 注 足 人 MXM’ =。 中 译 者 

@ 满足 条 件 组 OM=0M’ 和 人 MOM’=a 的 0 点 有 两 个 (它们 分 别 在 . 
NM“ 的 两 例 ) ， 我 们 根据 旋转 方向 从 中 决定 一 个 。 事 实 上 ， 要 把 己 上 的 线 段 能 
转 “ 角 而 平行 于 它 在 fF 上 的 对 应 线 眉 ， 那 么 旋转 方向 是 确定 的 , 选 定 0 点， 
使 得 以 0 为 中 心 ，。 为 转 外， 并 把 避 变 到 MM 的 旋转 的 方向 就 是 这 个 方向 。 
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-于 OM 与 OM' 的 夹 角 和 MA4 与 M'A' 的 夹 角 相等 ,M,M’， 
0 ,KK 这 四 点 共 圆 (K 是 直线 AM 与 4 M' 的 交点 ， 见 图 26) ， 
而 人 OMA 和 ~OM'4' 是 立 在 同一 台 上 的 圆周 角 ， 是 相等 
:和 的。 于 是 ， 三 -角形 OMA 和 三 角形 OM'A' 全 等 。 由 此 得 

-04=04' ,LAO0Ah’ = “MOM' (因为 和 4'0M’' = “40M) ， 
这 样 ， 以 0 为 中 心 ， 4 为 转角 的 旋转 把 下 上 的 任 一 点 4 变 到 
它 在 F' 上 的 对 应 点 4 ， 这 正 是 所 要 证 的 。 

现在 我 们 能 名 回答 下 面 的 问题 了 ， 两 个 旋转 之 和 是 什么 
样 的 变换 ? 首先 ， 根 据 旋 转 的 定义 ， 显 然 两 个 有 同一 旋转 中 

- 心 0 的 旋转 之 和 仍 是 以 0 为 中 心 的 旋转 ， 如 果 这 两 个 旋转 的 
:转角 分 别 是 a 和 (在 同一 确定 的 方向 上 看 )， 则 它们 之 和 的 
.转角 为 4+ 肛 图 27(a)]。 

下 面 考虑 一 般 情况 。 设 图 形 下 被 一 个 中 心 为 O1, 转角 为 
a 的 旋转 恋 到 下,， 而 F, 又 被 一 个 中 心 为 O:， 转角 为 B 的 旋 

:转变 到 已 [图 27(b)]。 如 果 互 上 的 线段 4B 被 第 一 个 旋转 变 

.到 Fi 上 的 A1B1， 而 A1B, 又 被 第 二 个 旋转 变 到 下 上 的 


(a) (by 
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A’B’， 则 线段 4B 与 A1B, 相等 ， 且 夹 a 角 , 而 A.B1 又 与 
A’B’' 相等 ， 且 夹 8 角 。 于是， 图 形 了 和 上 的 对 应 线段- 
AB 与 4’ B' 相等 ， 且 夹 a+8B 角 。 当 a+B=360" 时 ,AB 就 : 
平行 于 A’B’@ ， 应 用 前 面 已 证 的 结果 ， 由 此 可 推 得 ， 当 
a+B 关 360° 时 ,下 和 下 相差 一 个 转角 为 4+h 的 旋转 ， 而 
ca+p=360" 时 ，F 和 相差 一 个 平移 我 们 就 有 定理 ， 分 
别 以 Oi 和 0 为 中 心 ，a 和 8 为 转角 的 两 个 旋转 之 和 ， 在 
Qa+B 天 360" 时 ， 是 一 个 转角 为 4+PB 的 旋转 ， 在 4+6=360” 
时 ， 是 一 个 平移 。 因 为 一 个 转角 为 a 的 旋转 相当 于 在 反方 向 
上 转角 为 360" -4 的 旋转 ， 所 以 定理 结论 的 后 一 守 可 改 壕 如 
下 ， 如 果 两 个 旋转 的 旋转 方向 相反 、 转 角 相 同 ， 则 它们 之 和 : 
为 一 个 平移 。 
现在 我 们 来 说 明 ， 如 何 从 两 个 旋转 的 中 心 0, 和 0a 以 及 

转角 w 和 BB 来 决定 作为 它们 之 和 的 那个 旋转 或 平移 。 先 假定 . 
a+ 6 二 360" , 这 时 ,两 个 旋转 之 和 仍 是 一 个 旋转 ， 其 转 角 为 
a+ 6， 我 们 要 找 出 它 的 中 心 。 设 第 一 个 旋转 前 中 心 01 经 过 
这 两 次 旋转 变 到 01， 则 

040:=00:， 且 LO10;:01 = 
《 见 图 28Ca)，、 第 一 个 旋转 保持 0 不 动 ， 而 第 二 个 旋转 把 Oy: 
变 到 01》， 设 两 次 旋转 之 和 把 茶点 0 变 到 0:， 则 

050,=0:.0,， 且 010.0,=a. 
(第 一 个 旋转 把 0 变 到 Os, 而 第 二 个 旋转 保持 Os 不 动 。》 
由 此 可 知 ， 所 要 找 的 中 心 0 到 0 和 01 是 等 距 的 ， 到 0: 和 
0s 也 是 等 距 的 。 于 是 0 就 是 线段 0208 和 01:04 的 中 垂 线 六 


QD 确切 的 说 法 是 ， 当 a。+8 是 360° 的 整数 们 时 ， 图 形 了 和 F 上 的 对 应 
线段 平行 。 但 我 们 总 可 假定 «与 / 都 小 于 360"， 这 时 "+ 是 360” 的 整数 售 - 
也 就 是 as+p6=360"。 
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-和 避 的 交点 。 但 是 从 图 28(a) 可 清楚 看 到 ,点 经 过 0O， 且 
Ll0.0, = a/2; 而 4 经 过 0，， 有 HLO0,0gl, = 8/2， 这 样 , 诬 线 
4i 和 ls 完全 可 由 这 些 条 件 确定 ， 它 们 的 交点 就 是 所 求 的 施 
转 中心 0，。 


(a) 《b) 
图 38 


如 果 a+8=360"， 则 两 个 旋转 之 和 是 一 个 平移 ， 设 它 
把 CO 变 到 0 ， 把 0 变 到 0*。 则 这 个 平移 完 人 至 由 Q04 或 
04 所 确定 。C 和 0 和 的 求法 同上 面 -. 样 ( 见 图 28(b)， 从 图 
中 我 们 也 可 清楚 看 到 ， 上 面谈 到 的 LL 和 现在 是 平行 的 
了 ， 它 们 垂直 于 平移 的 方向 ， 工 且 相 互 的 距离 等 于 平移 距离 
的 一 中 )。 

类 似 于 关于 两 个 旋转 之 和 的 定理 的 证 明 ， 我 们 可 证 明 ， 
一 个 平移 和 一 个 旋转 之 和 (以 及 一 个 旋转 与 一 个 平移 之 和 ) 是 
一 个 旋转 ， 它 与 原 旋转 有 相同 的 转角 ， 但 中 心 不 同 。 怎 样 根 
- 据 原 旋转 的 中 心 0 与 转角 a ， 以 及 平移 的 距离 和 方向 来 决定 
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它们 之 和 的 旋转 中 心 呢 ? 请 读者 自己 去 解 (也 可 看 下 面 和 45 
页 的 叙述 )，. 

关于 平移 与 旋转 的 加 法 - 
定理 也 可 用 下 而 的 方法 证 
明 。 我们 已 经 知道 ， 如 果 两 
个 旋转 的 方向 相反 ， 转 角 相 
网 ， 则 它们 的 和 是 一 个 下 

图 29 移 ， 并 且 如 果 它 把 点 O04 变 
到 第 二 个 旋转 的 中 心 0 2， 旭 O 107 =O 1O2， L090”, O 102 = Qa( 见 . 
图 28(b)， 这 里 的 记号 都 是 图 中 的 )。 现 在 ， 我 们 把 给 定 的 平 
移 分 解 成 两 个 旋转 之 和 ， 使 得 其 中 第 二 个 旋转 与 给 定 的 旋转 
有 相同 的 中 心 0 ,相同 的 转角 a ,但 旋转 方向 相反 (这 时 ,第 一 
个 旋转 的 中 心 O, 可 由 条 件 组 
0107 =010， OO0IO =0 

来 决定 ， 其 中 0" 是 被 给 定 平移 变 到 0 的 点 ! 见 图 29，) 这 
样 ， 所 求 的 平移 和 旋转 之 和 就 被 三 个 旋转 之 和 代替 了 ， 而 其 
中 后 两 个 旋转 相互 抵消 ， 只 剩 下 以 0, 为 中 心 的 那个 旋转 : 
了 。 

用 类 似 的 方法 可 以 证 明 关 于 一 个 旋转 和 一 个 平移 的 加 法 - 
的 定理 ， 

旋转 和 平移 在 性 质 上 很 相近 。 从 上 面 的 讨论 大 家 都 会 咸 
觉 到 这 种 相近 ， 特 别 在 把 平移 的 加 法 定理 和 旋转 的 加 法 定理 
作 上 比较 时 ,会 看 得 更 清楚 了 。 平 移 和 旋转 统称 为 位 瑚 (或 称 作 : 
正常 运动 、 正 保 中 变换)。 这 些 称呼 的 理由 将 在 第 二 章 第 二 - 
节 中 全 明 ( 见 54 页 )。 


中 从 更 高 的 观点 来 团 ， 平 移 可 以 当 作 族 转 的 一 种 特殊 情形 。 
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中 心 对 称 是 旋转 的 一 种 特殊 情形 ， 即 转角 4= 180" 的 旋 
转 ， 当 转角 4=360" 时 ， 又 得 到 男 一 种 特殊 情形 。 转角 为 
360 "的 旋转 把 平面 上 每 -- 点 变 到 它 原来 的 位 置 。 这 种 不 改变 
平面 上 任何 -- 点 位 置 的 变换 称 为 坚 同 (或 恒 同 变 换 )。( 用 变 
. 换 这 个 词 似乎 是 不 合适 的 ， 因 为 在 恒 同 变换 下 每 个 图 形 痢 不 
变动 ; 然而 这 样 称呼 会 带 来 许多 方便 。) 

正如 中 心 对 称 那样 ， 旋 转 也 能 当 作 整 个 平面 的 变换 ， 它 
把 平面 上 每 一 点 A 变 到 一 个 新 点 4 了 。 这 个 变换 的 叭 -不 
动 点 是 旋转 中 心 O (除非 转角 a 是 360 "的 整数 倍 , 即 旋转 为 恒 
同 ) 。 旋 转 沟 有 不 动 直 线 ( 除 非 转 角 a 是 180 "的 整数 倍 ， 即 为 
恒 同 或 中 心 对 称 》、 


21. 试 作 一 个 半边 形 ， 使 得 分 别 以 它 的 各 边 为 底 边 ， 给 
定 角 91,02,… ,Qn 为 顶 角 向 外 作 的 个 等 腰 三 角形 的 顶点 恰 
为 给 定 的 7 个 点 ( 兄 图 30， 那 儿 n=6)。 

15 题 是 21 题 的 竺 殊 情 形 (7 是 奇数 ， 01 = 0s=… = Qn = 
180")。 第 二 册 第 一 章 中 的 37 题 是 21 题 的 推广 ， 

22. (a) 任 给 三 角形 4BC,， 在 它 各 边 上 向 外 作 等 边 
三 角形 (图 31)。 试 证 :这 三 个 等 边 三 角形 的 中 心 01,0,,0; 恰 
是 一 个 等 边 三 角形 的 顶点。 

如 时 题 中 三 个 等 边 三 角形 不 是 作 在 三 角形 4BC 之 外 ， 
而 是 作 在 4BC 的 内 侧 ， 结 论 还 正确 吗 ? 

(b) 以 三 角形 ABC 的 各 边 为 底 边 ， 向 外 作 等 腰 三 角形 
BC4,,4CB 和 ABC,, 使 得 它们 的 项 角 4 ,Bi,C; 分 别 等 于 
a ,有 和 y ， 试 证 :如 果 a+8+7y=360", 则 三 角形 A4181C, 的 


- 见 12 页 脚注 @。 
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各 个 角 分 别 为 w/2,8/2 和 ?2 因此 它们 与 三 角形 4BC 阴 
形状 无 关 。 


如 果 题 中 各 等 腰 三 角形 不 向 外 作 ,而 是 作 在 三 角形 ABC 
的 内 侧 ， 结 论 仍 有 效 吗 ? 

不 难看 出 ，(a) 是 (b) 的 特殊 情形 (a=6=y = 120°)， 

23. 在 三 角形 4BC 的 各 边 上 作 等 边 三 角形 BCA, ,ACB, 
和 4BC, ,使 得 4 和 A4 在 BC 边 的 两 侧 Bl 和 8 在 AC 边 的 
两 侧 , 但 是 Ci 和 C 
在 A8 边 的 司 一 侧 。 
设 M 是 三 角形 
ABC, 的 中 心 。 二 
证 :三 角形 4,B.M 
是 等 腰 三 角形 ， 莽 . 
且 顶 角 为 120” 图 

图 32 32), 

24. (a) 在 一 个 任 给 三 四 边 形 4BCD 的 各 边 上 作 等 边 
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三 角形 ABM,,BCM,,CDM,,DAM, ,使 得 第 一 、 三 两 个 在 斌 : 
边 形 之 外 , 另 两 个 在 四 边 形 所 在 的 一 侧 [ 图 336)j。 试 证 ;四 


图 33(a) 


边 形 MMMsM, 是 平行 四 边 形 。( 在 特殊 情形 ， 这 个 平 行 - 
四 边 形 可 退化 为 一 线段 。) 


图 33(b) 
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(b) 在 一 个 任 给 三 四 边 形 ABCD 的 各 边 上 向 外 作 正 方 
形 ; 记 它 们 的 中 心 为 为 Mi, Me Ma Mi。 试 证 MiMs= MeM,, 
且 MiM: LAfAML 图 33(b)]。 


(ec) 在 一 个 平行 四 边 形 的 各 边 上 向 外 作 正 方形 。 试 证 ; 


它们 的 中 心 Mi As, Ms 和 M, 恰 是 一 个 正方 形 的 四 个 顶 


如 果 题 中 的 各 个 正方 形 都 与 平行 四 边 形 处 在 相应 这 的 同 
一 侧 ， 结 论 还 正确 吗 ? 


A 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 者 


\ 


ee 
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第 二 章 对 称 
1。 反射 与 滑动 反射 
在 平面 上 取 定 直线 ! ,作为 我 们 将 讨论 的 反射 的 对 称 辅 -- 
称 一 点 4’ 是 另 一 点 4 在 1 上 的 反射 象 ， 如 果 线 成 AA’ 垂 容 
于 上 , 且 被 ! 平分 [图 34(a)]。 如果 A' 是 4 在 1 上 的 反射 象 ， 
那么 反 过 来 A 也 是 A' 在 1 上 的 反射 象 ， 因 此 ， 我 们 可 以 说 . 


一 对 点 互 为 在 给 定 直线 上 的 有 反射 象 ， 当 A4’ 是 4 在 上 的 反 
射 象 时 ， 我 们 也 可 说 4 关于 直线 上 对称 于 4 。 


一 个 图 形 玉 的 所 有 点 在 直线 ! 上 的 反射 象 的 集合 ， 构 成 
一 个 新 图 形 F*， 称 为 F 在 1 上 的 反射 象 [ 图 34(b)]。 显 然 ， 
这 时 反 过 来 卫 也 是 性 在 上 上 的 反射 象 。 一 条 直线 被 在 / 上 . 
的 反射 变 成 一 条 新 的 直线 ;而 平行 于 ! 的 直线 的 反射 象 也 平 
行 于 1， 与 1 相交 于 0 点 的 直线 的 反射 象 也 与 1! 相交 于 O 点 
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《图 53Qa) 中， 直线 41 变 为 ,mm 变 为 叹 )。 一 个 圆 被 反 射 成 
一 个 与 它 全 等 的 俩 [图 35(b)]。( 作 为 例子 ， 我 们 来 证 明 最 后 


(8) (b) 

田 35 
这 个 结论 。 为 此 ， 只 要 注意 每 个 线段 AB 的 反射 象 4 和 8B’ 与 
-4B 等 长 。 在 图 36(a) 中 ,48 = PQ = A’B' ;而 在 图 36Gb),(o) 
中 ， 有 A40OP=A4'0P，A 人 80Q=AB'00， 从 而 04= 
04'，08=0B' ,因此 AB = A’B'。 由 此 可 推出 ， 到 点 0 的 
距离 为 7 的 点 的 轨迹 的 反射 象 是 到 0’ (0 甘于 1 的 反射 象 ) 
的 距离 为 7 的 点 的 轨迹 ， 也 就 是 说 圆 S 的 反射 象 是 与 它 全 等 
有利 圆 S 。) 


25.(a) 给 定 直线 MN 和 在 它 同 侧 的 两 点 4,B。 试 在 
236 


光线 MN 上 找 一 点 X， 使 得 直线 AX 和 BX 与 MN 的 夹 入 
相等 ， 即 
LAXM= /BXN, 

(b) 2 直线 MN 和 在 它 同 侧 的 两 个 圆 3,,S。. 试 在 
MN 上 找 一 XX 使 得 St 和 Ss 各 有 一 条 过 美的 切 线 ， 它 们 
与 MN 来 相等 的 角 . 

(ce) 给 定 直 线 MN 和 
在 它 同 侧 的 两 点 4, 且 。 试 
在 MN 上 找 一 点 X， 使 得 
线段 AX 和 BX 与 MN 所 
夹 的 两 个 角 中 ， 有 一 个 是 另 
一 个 的 两 倍 (如 图 37 中 ， 国 37 
LAXM=2/BXN), 

26.(a) 给 定 三 条 直线 l,ls 和 a, 它们 相交 于 一 点 ， 在 其 
中 一 条 直线 上 取 定 一 点 4 , 试 作 一 个 三 角形 4BC ,使 得 有) ,ls 
和 ja 恰 是 它 的 三 条 分 角 线 。 

(b) 给 定 一 个 圆 S 和 过 5 的 圆心 的 三 条 直线 11,ls,ls。 
试 作 一 个 三 角形 ABC， 使 它 的 顶点 分 别 在 三 条 直 线 上 ， 而 
且 它 的 内 切 圆 就 是 S， 

《c) 给 定 相 交 于 一 点 的 三 条 直线 ,lt 和 ls， 又 在 其 中 一 
条 上 取 定 一 点 A1。 试 作 一 个 三 角形 4BC, 使 得 4 是 BC 
边 的 中 点 ， 并 且 bi ,ts 和 Ls 是 它 的 各 边 的 中 垂 线 。 

后 面 39 题 的 (b) 和 (a) 分 别 是 26 题 (a) 和 (ce) 的 推广 , 

27,《a) 给 定 一 边 4B，4B 上 的 高 h， 以 及 AB 边 的 两 
部 角 之 差 y》， 求 作 三 角形 。 

《b》 给 定 两 边 和 它们 与 第 三 边 的 夹 角 之 差 ”， 求 作 此 三 
角形 。 
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28. 给 定 一 个 角 MON 和 角 内 两 点 4 ,已 。 试 在 射线 OM 
.上 找 一 点 X， 使 得 直线 XA,XB 与 射线 ON 的 两 个 安 点 了 ， 
Z 和 一 起 构成 一 个 等 腰 兰 角形 ， 即 XY = XZ( 图 38)， 

29. (a) 给 定 各 边 的 长 度 ， 求 作 四 边 形 ABCD， 使 得 对 
角 线 4C 平分 角 A4 

(b) 给 定 相 邻 边 4B 和 AD 的 长 度 , 械 给 定 二 有 和 -D ， 
求 作 一 个 四 边 形 4BCD， 使 它 有 内 切 圆 ( 即 有 一 圆 与 它 的 四 
边 都 相 切 )。 

”30.(a)》 一 个 宫 球 在 碰撞 右 球 桌 的 一 桌 边 时 ， 反 强 路 线 

遵循 这 样 的 规律 ， 击 向 桌 边 的 直线 和 弹 离 的 直 线 与 桌 边 等 
鲜 、 假 定 训 球 桌 是 由 7 条 二 线 民 ,ls,… ,ls 所 围 成 : 设 A,B 
是 球 桌 上 给 定 两 点 、 试 问 ， 由 哪个 方向 打击 位 于 A4 点 的 宫 
球 ,可 使 它 相 继 碰 弹 ,ly,… ,ln 后 经 过 日 点 ?《 见 图 39, 那 儿 
?2=3。) 


M 


0 N 


(b) 设 n=4,ll2,ls,i 构 成 一 个 和 形 ， 并 且 昌 点 与 和 点 
重合 。 坛 证 ， 若 一 个 台球 从 A 点 出 发 ， 磁 弹 各 边 后 又 回 到 原 
处 ， 则 宫 球 走 过 的 路 程 等 于 算 形 的 两 条 对 角 线 之 和 (因而 与 
点 的 位 置 无 关 )。 又 车 球 回 到 4A 点 时 不 停止 ， 则 它 又 将 在 
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汉 条 边 上 各 磁 弹 一 次 后 再 回 到 4 点 处 。 

31.(a) 给 定 直线 和 位 于 它 两 侧 的 两 点 4 ,日 ， 试 在 ! 
上 找 一 点 人 XX， 使 它 到 A , B 的 距离 之 和 4X+ XB 等 于 给 定 
值 a， 

(b) 给 定 直线 上 和 分 居 它 两 例 的 两 点 4,B. 试 在 i 上 
找 一 点 X， 使 它 到 4 ,8B8 的 距离 之 差 4X -X2 等 于 给 定 值 
a . 

32,《a) 给 定 三 角形 4BC， 并 设 它 三 条 高 的 交点 是 莫 ， 
试 证 ， 刀 在 三 角形 各 边 上 的 反射 象 都 在 三 角形 的 外 接 圆 上 。 

(b) 已 知 三 角形 三 条 高 的 交点 在 各 边 上 的 反射 象 革 ,， 
五 ,,H, 求 作 此 三 角形 .。 

三 角形 三 条 高 的 交点 称 为 它 的 符 心 ， 

33 .给 定 在 平面 上 四 点 4 4,4s ,44， 其 中 44 是 三 角形 
A1A,h 的 恒心 .S1,S2,Ss,S4 分 别 是 三 角形 AAA ,444， 
44:44 4i4s4: 的 外 接 加 ,它们 的 圆心 分 别 为 O1,02,08,04。 
试 证 ， ， 

(a) A 是 三 角形 4,4:44 的 垂 心 :4 是 三 角形 4 4s4 的 
重心 ? 人 As 是 三 角形 44s4 的 重心， 

(b) 5S1,56,S;,S4 是 全 等 的 ， 

《e) 四 边 形 01020s04 是 四 边 形 414shsA 经 过 关于 某 点 
0 的 中 心 对 称 所 变 得 的 (图 40);( 也 就 是 说 ， 如 果 四 个 点 4， 
As,As,A 中 的 任 一 点 都 是 其 它 三 点 构成 三 角形 的 重心 ， 
那么 分 别 联结 每 一 点 与 其 它 三 点 决定 的 圆 的 圆心 的 四 条 线段 
相交 于 一 点 0 ， 且 0 恰 是 每 条 线段 的 中 点 。) 

34. 在 圆 $ 上 给 定 四 点 4 ,4s,A4s,44, 把 三 角形 4i4a4s， 
4 44 4 4344424s4 的 得 心 分 别 记 作 瑟 万 1, 甩 。 
试 证 : 


39 


图 40 


《a) 四 边 形 昌 ,H,HsH, 是 四 边 形 4 4s4:4 经 过 关于 某 点 
五 的 中 心 对 称 所 变 得 的 (图 41) ,( 也 就 是 说 ,如 果 四 点 4 ,4 
4s,44 共 圆 ， 则 分 别 联结 每 一 点 与 其 它 三 点 所 构 成 三 角形 的 
重心 的 四 条 线段 交 于 辐 一 点 ， 且 此 点 即 各 线段 的 中 点 。) 
(bp 下 列 各 点 组 (每 组 四 个 点 ) 都 是 共 圆 的 ， 且 它们 决定 
的 圆 都 与 3 全 等 ; A, A,,H;,H,;Ai,As,H,, Hs; A ,Ah,,H,, 
H,y As,As, Hi,H,sA,, Ah, Hi, Hs;As,A,H,, H,; 五 ， H,, 
H,,H,, 

35, 试 证 ， 营 一 个 多 边 形 有 多 于 两 个 对 称 轴 ， 则 这 些 对 
称 轴 六 于 一 点 。 

还 有 一 - 批 利 用 在 直线 上 的 反射 来 解答 的 习题 ， 放 在 本 站 
第 二 册 第 二 章 的 第 二 节 中 。 
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如 果 4 点 是 4 点 在 直线 上 上 的 反射 象 ， 而 4 点 又 足 AA， 
治 着 同一 直线 ! 的 方向 平移 距离 4 而 得 到 的 点 [图 42(a)] ,我 
们 就 说 A’ 是 和 4 经 过 一 个 以 1 为 轴 ， 距 离 为 4 的 滑动 反射 所 
变 得 的 点 。 换 名 话说 ， 一 个 滑动 反射 是 在 一 条 直线 上 上 的 反 
射 和 在 这 直线 方向 上 的 一 个 平移 之 和 。《〈 从 图 42(a) 中 容易 看 
出 ， 和 的 次 序 可 随便 选择 。 图 中 4s 是 A 经 过 在 1 方向 上 ， 
让 离 为 4 的 平移 变 得 的 点 ， 那 么 4 在 直线 ! 上 的 反 射 象 也 
正 是 4 .) 

一 个 图 形 忆 的 所 有 点 经 滑动 反射 所 得 到 的 点 的 集合 ， 构 
成 新 图 形 FY ， 我 们 就 称 是 图 形 f 经 过 一 个 滑动 区 射 所 得 
到 的 图 形 [ 图 42 (b)]。 显 然 ， 反 过 来 图 形 下 可 以 由 疼 形 经 
过 一 个 具有 同一 轴 / 的 〈 和 平移 方向 相反 的 ) 滑动 反射 记得 
到 ， 因 此， 我 们 可 以 说 两 个 图 形 相 差 一 个 滑动 反射 ， 


36. 给 定 直线 上 和 在 它 
同 侧 的 两 点 和 4,B , 叉 给 定 一 
线段 4。 在 1 上 找 一 线段 
XY， 使 其 长 度 等 于 4 ， 且 . 
折线 4AXY 的 长 度 最 小 (图 
43) 。 

37.(a) 给 定 四 边 形 
ABCD 的 两 边 AB 和 CD， 以 及 另 两 边 之 和 AD+ BC 又 给 
定 顶 点 A4 到 CD 边 的 距离 4， 已 知之 C = 人 D， 求 作 此 四边 
形 。 

(b) 给 定 四 边 形 4BCD 的 两 边 4B ,CDP， 另 两 边 之 和 
AD + BC， 双 给 定 顶 点 4 和 B 到 CD 边 的 距离 4 和 ds。， 求 作 
比 四 边 形 . 


图 43 
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现在 我 们 来 证 明 关 于 反射 加 法 的 几 个 命题 @ ， 

命题 1 ”在 同一 直线 上 的 两 次 反射 之 和 是 便 同 变 换 。 

事实 上 ， 如 果 在 直线 上 的 去 射 把 4 点 变 到 A' 点 [图 34 
《a)]， 则 第 二 次 这 样 的 反射 又 把 4A’ 变 回 A， 这 就 是 说 ， 两 
次 相同 反射 的 结果 ， 每 一 点 4 的 位 置 不 变 。 

命题 1 也 可 改 述 如 下 ， 在 同一 直线 上 的 两 痰 反射 互相 托 
消 ， 
命题 2 ”在 两 条 平行 直线 上 的 反射 之 和 是 一 个 平移 ， 共 
方向 垂直 于 这 两 条 直线 ， 移 动 距 离 等 于 这 两 直线 间距 离 的 两 
倍 。 

设 4 是 平面 上 任意 一 点 ， 寿 设 4， | 


是 A 在 直线 Li 上 的 反射 象 ，A' 是 4， 一 4 
在 平行 于 4 的 直线 1 上 的 反射 象 [图 | 
44(a)]。 则 44, 0, 44' Liz， 因此 PI * 
点 4 ,4 和 4/ 在 同一 条 垂直 于 和 如 4 


的 直线 mm 上 。 设 P 和 Q 是 mm 与 和 is 
的 交点 。 则 4P=P4,,4C=QC4'。 
我 们 以 图 44(a) 中 情形 为 例 ， 来 计算 AA4’， 
AA’ = AP+PA.+AQO+QA’ =2PA,+2A.Q=2PO. 
这 样 ，AA’ Ll， 并 且 44' = 2PQ， 这 正 是 所 要 证 明 的 。 
命题 1 可 湛 作 命题 2 的 一 种 特例 ， 即 PQ = 0 的 情形 
命题 3 在 两 条 相交 直线 上 的 反射 之 和 是 一 个 旋转 ， 甚 
中 心 是 这 两 条 直线 的 交点 ， 转 角 等 于 这 两 条 直线 夹 角 的 两 
信 。 
设 A 是 平面 上 任意 一 点 ，4: 是 4 在 直线 上 上 的 反射 象 ，. 


图 44(a) 


QD ”以 后 我 们 委 把 “在 直 缠 上 的 反射 ”简称 为 “反射”。 一 一 英 译 者 
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4 是 丸 在 直线 i 上 的 反射 象 [ 图 44Cb)]。 记 和 i 的 交点 为 
OO ,AA, 与 1 的 交点 为 P，A,A4' 与 1, 的 交点 为 CQ、， 则 
A 人 40P=A 人 4;OP， A 人 A,00= 人 A’00, 
出 此 推出 
OA=O0A,, 0A,=0Ah’， 
LAOP = /POAh,, LA.0Q= /00Ah’, 
莽 且 ， 以 图 44(b) 中 的 情形 为 例 ， 
LAOA’ = /AOP+ PoO4A + 一 AIOQT /QOA’ 
=2/POA. +2/A4.00 =2/POQ., 

这 样 ，04 =04'/， 并 且 一 4047 
=2 了 POQ， 就 正 是 要 证 的 和。 

我 们 可 以 利用 命题 1 一 3， 此 
较 简单 地 证 明 关 于 旋转 与 旋转 或 
旋转 与 平移 的 加 法 的 定理 。 

例如 ， 我 们 来 求 两 个 旋转 之 
和 。 设 两 个 旋转 的 中 心 分 别 是 0， 
和 0:， 转 角 分 别 是 和 有 8 又 
变态 是 过 01 的 直线 ， 使 人 i10108 
=a/2, 是 过 O: 的 直线 使 
0:0s = 有/2. 则 根据 命题 3 ,第 一 个 旋转 可 以 分 解 为 在 直线 请 
和 00: 上 的 两 次 反射 之 和 ， 第 二 个 旋转 可 以 分 解 为 在 直线 
9OiO: 和 1 上 的 两 次 反射 之 和 。 但 是 ， 这 四 个 反射 的 中 间 两 个 
有 相同 的 对 称 轴 ， 根 据 命 题 1 ， 它 们 可 互相 抵消 。 这 样 ， 四 
次 反射 之 和 就 等 于 在 直线 册 1 和 4s 上 的 两 次 反 射 之 和 了 。 如果 


图 44(b) 


@ ”从 命题 和 命题 3 的 证 明 中 不 难看 出 ， 在 两 条 直线 上 的 反射 之 和 与 它们 
的 次 序 有 关 ， 除 非 这 两 条 直线 互相 垂直 〈 在 这 种 情形 ， 无 论 哪 个 次 序 ， 两 次 长 
射 之 和 都 基 关 于 它们 交点 的 中 心 对 称 ) 。 
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六 和 5 的 交点 是 O， 那 么 根据 命题 3， 这 两 次 反射 之 和 是 一 个 


以 0 为 中 心 的 旅 转 ， 转 角 为 2CN00:。 从 图 人 (9 中 可 看 出 ， 
这 个 转角 等 


2Ll0:01=o 和 2 人 L010sl,=B 

之 和 (00: 是 三 角形 0.050 的 一 个 外 角 )。 

如 果 L 和 Ls 是 平行 的 (显然 ， 当 人 lO010s+ 0.0:1 = 
180 ,也 就 是 +=360° 时 出 现 这 种 情 形 ， 见 图 45(b)) , 那 
么 根据 命题 ?2， 在 和 lis 上 的 两 次 反射 之 和 是 一 个 平移 。 这 
样 ， 我 们 再 次 证 得 了 以 前 的 结果 (《 见 28 页 )， 

下 面 我 们 来 求 一 个 平移 与 一 个 旋转 之 和 。 ee 
向 是 NN’/， 距 离 为 4 ， 旋 转 的 中 心 为 0 点 ， 旋 角 为 a，。 
两 个 反射 之 和 来 代替 这 个 平移 ， 这 两 个 反射 的 对 称 轴 4 和 i 
都 垂直 于 NN’， 相 距 6/2， 莽 让 上 经 过 O 点 [图 46(a)]。 设 
站 线 1 经 过 0 点 ， 且 IO =a/2。 则 那个 旋转 可 用 在 直线 ! 
和 5 上 的 两 次 反射 之 和 来 代替 。 于 是 ， 所 求 平 移 与 旋转 之 和 
就 可 分 解 为 在 4,l,l,ls 上 的 四 次 反射 之 和 。 根 据 命题 1, 这 四 
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葡 反 射 的 中 间 两 次 可 互相 抵消 ， 只 剩 下 在 六 与 #a 上 的 两 次 反 
射 之 和 了 。 再 根据 命题 3， 它 是 一 个 以 六 与 js 的 交点 0 为 中 
心 的 旋转 ， 转 角 为 
2Ll0ls =2/AI0l,=a 

[ 见 图 46(a)] 

用 完全 相同 的 方法 还 可 以 说 明 ， 一 个 中 心 为 0 、 转 角 为 
a 的 旋转 与 一 个 在 NN’ 方向 上 ， 距 离 为 a 的 平移 之 和 仍 是 
一 个 旋转 。 其 转角 仍 为 6 ; 中 心 01 可 这 样 求 ， 过 0 作 直 线 ! 
和 1 使/ LNN' 且 AOL=oV2， 再 作 直 线 layb 且 与 ! 
相距 o/2。 那 么 和 5 的 交点 就 是 O,[ 图 46(b7]。 


命题 4 ”在 三 条 平行 直线 或 三 条 交 于 一 点 的 直线 上 的 反 
射 之 和 ， 为 一 个 在 某 赴 线 上 的 反射 ， 

先 看 三 条 丁 线 ,ls 和 ls 太行 的 情形 [ 图 47(a)]。 根 据 命 
莘 2， 在 二 和 1 上 的 反射 之 和 是 一 个 平移 ， 基 方向 重 直 于 已 和 
12， 移 动 距离 等 于 这 两 条 直线 间距 离 的 两 倩 。 这 个 平移 也 等 
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于 在 任意 两 条 在 行 于 4， 开 且 相 距 恰 为 4 与 1; 间距 离 的 直线 
4 与 上 的 反射 之 和 。 选取 二 和， 使 与 重合。 原 米 的 
三 个 反射 之 和 可 用 在 1,L ,4 上 的 反射 之 和 代替 .根据 命题 1， 
后 两 个 反射 互相 抵消 ， 所 以 只 剩 下 在 1 上 的 反射 了 . 

再 看 4, 和 [相交 于 0 点 的 情形 [图 47(b)]。 根 据 命题 
3， 在 已 和 1 上 的 反射 之 和 是 一 个 旋转 ， 其 中心 为 2， 转角 
为 2Zh0ls， 设 1 是 过 0 点 的 一 直线 ， 合 和 1Ols = 4101， 那 
么 ， 上 述 旋 转 也 等 于 在 1 和 i 上 的 反射 之 和。 这 样 ， 在 了 ， 
/2 和 4s 上 的 三 次 反射 之 和 等 于 在 i 和 Ws 土 的 三 次 反射 之 和 ， 
也 就 是 在 ! 上 的 反射 (后 两 次 反射 互相 括 消 )。 


图 47 

命题 5 ”如 果 三 条 直线 两 两 相 变 ， 但 变 于 三 个 不 同 点 ， 
或 者 有 两 条 平行 ， 而 第 三 条 与 它们 相交 ， 则 在 它们 上 的 三 次 
反射 之 和 为 一 个 滑动 反射 。 

设 直 线 4 和 相交 于 O 点 [图 48(a)]。 在 LL 和! 上 的 反射 
之 和 是 以 O 点 为 中 心 的 一 个 旋 和 欠 ， 其 转角 为 2 人 i10l2《 见 命题 
3)。 若 吕 和 总 是 任 取 的 两 条 交 于 O 点 ， 且 夹 角 等 于 人 li01。 
的 直线 ， 则 在 上 ,Ls 上 的 反射 之 和 也 是 上 述 旋 转 。 我 们 选择 
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和 入， 使 局 1。 并 用 在 ,ls ,ls 上 的 三 次 反射 之 和 来 代 
蔡 在 ,l,ls 上 的 三 次 反射 之 和 。( 根 据 命题 3 ， 在 两 条 垂直 
查 线 上 的 反射 之 和 等 于 关于 它们 交点 的 中 心 对 称 。 因 此 ， 在 
中 ,13 ,ls 上 的 反射 之 和 ， 就 是 在 妨 上 的 反射 与 关于 信 ,ls 交点 
0, 的 中 心 对 称 之 和 一 一 或 说 在 以 上 的 反射 与 在 Oi 上 的 反射 
之 和 。) 


图 48 

现在 ， 我 们 再 用 在 另外 两 条 垂直 相交 于 O 的 直线 总 ， 
尺 上 的 反射 之 和 来 代替 在 ,ls 上 的 有 反射 之 和 ， 并 且 取 苔 平 
行 于 以 (图 48(b)， 这 样 代替 是 允许 的 ， 因 为 在 3,ls 上 的 反 
射 之 和 也 是 关于 O 的 中 心 对 称 )。 于 是 ， 在 如 ,ls ,la 上 的 反 
射 之 和 又 可 用 在 以 ,12,13 上 的 反射 之 和 代替 。 根 据 命 题 2， 
在 平行 芋 线 蕊 ,以 上 的 反射 之 和 等 于 一 个 平 黎 ， 共 方 向 垂直 
各 和 玫 ， 也 邯 平行 于 与。 这 样 ， 在 首 , 冯 , 属 上 的 反射 之 和 
等 于 在 总 方向 上 的 一 个 平移 与 在 避 上 的 反射 之 和 ， 因 此 是 以 
1 为 轴 的 一 个 滑动 反射 ， 

在 4 和 平行 ， 而 4 与 它们 相交 的 情形 ， 证 明 过 程 完全 
相仿 。( 设 1 与 4 交 于 O 点。 首先 用 在 另 一 对 相 交 于 0 的 直 
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线 总 和 性 上 的 反射 之 和 来 代替 在 5 和 六 上 的 反射 之 和 ， 并 选 
取 1sLh， 然后 再 把 在 LL 和 史上 的 反射 之 和 换 成 在 另 一 对 改 
址 的 直线 首 和 总 上 的 反射 之 和 ， 这 里 首 与 攻 的 交点 和 五 与 天， 
移交 点 重合 ， 并 选择 人 与 1 平行 。) 

综合 命题 2 一 5 的 结果 ， 我 们 得 到 | 

定理 ”偶数 个 反射 之 和 是 一 个 旋转 或 一 个 平移 ， 奇 数 个 
反射 之 和 是 反射 或 滑动 反射 。 

事实 上 ， 根 据 命题 2 和 3 ， 偶 数 个 反射 之 和 可 用 一 些 旋 
转 与 平移 之 和 来 代替 ， 而 任何 有 限 个 旋转 与 平移 之 和 仍 是 旅 
转 或 平移 (参看 第 一 章 ，27 一 30 页 )。 

蚂 然 偶数 个 反射 之 和 是 旋转 或 平移 ， 那 么 奇数 个 反射 之 
和 等 于 一 个 旋转 或 平移 加 上 一 个 反射 。 根 据 命题 2 和 3 ， 旋 
转 或 平移 都 可 分 解 为 两 个 反射 。 这 样 一 来 ， 奇 数 个 反射 之 和 
总 可 用 三 次 反射 之 和 来 代替 。 再 应 用 命题 4 和 5 ， 就 推出 害 
理 的 结论 ，。 

我 们 还 要 注意 ， 偶数 奖 反 射 之 和 一 般 来 说 是 一 个 旋转 ， 

平移 的 情形 应 认为 是 一 种 特殊 情形 。 (在 直线 加 和 /上 的 两 
次 反射 之 和 为 平移 的 情形 仅 在 捐 / ba 这 种 特殊 条 件 下 考 发 生 ! 
而 转角 为 a 和 有 的 两 个 旋转 之 和 也 仅 在 4+B=360” 时 下 
是 平移 。) 类 似 地 ， 奇 数 次 反射 之 和 一 般 来 说 是 滑动 反射 
只 有 在 畦 殊 情 况 下 才 是 反射 . (例如 ， 在 三 条 直 线 忆 ,als 上 
的 反射 之 和 仅仅 在 局 ,ab 互相 平行 或 相交 于 一 点 的 条 件 下 
村 是 反射 。) 

反射 和 滑动 反射 也 部 是 整个 平面 的 变 换 @ (平面 的 每 一 


@@ 投 时 前 宫 中 的 定义 ， 反 射 还 是 保卫 变换 ， 因 为 它 把 每 条 线段 48 变 
为 一 条 与 它 等 失 的 红 肌 43/《 郊 图 36 和 相应 的 文字 帮 分 )。 清 动 反对 是 反 出 和 
平移 这 样 丙 个 保险 变 换 之 和 ， 因 此 也 是 保险 变换 ， 
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点 都 被 变 到 一 个 新 点 )。 在 直线 ! 上 的 反射 的 不 动 点 是 对 称 
轴 1 上 的 所 有 点 ;不 动 直线 是 上 ， 以 及 与 1 垂直 的 直线 。 清 
动 反 射 没 有 不 动 点 ! 不 动 直线 也 只 有 轴 ! 一 条 ， 


38. 光线 在 平 直 镜面 上 的 反射 遵循 如 下 法 则 ， 人 射 角 等 
于 反射 角 ( 也 就 是 和 台球 在 球 桌 边 上 磁 弹 时 的 反射 法 则 一 样 ， 
见 30 题 )。 现 设 在 平面 上 帮 冉 两 个 直线 镜 ， 它 们 来 角 为 4 。 
试 证 ， 如 果 &= 90°/n， 这 里 1 是 整数 (并 且 仅 当 + 为 整数 
时 ! ), 则 任何 光线 射 到 这 两 个 镜面 上 反射 数 次 后 ， 将 治 人 射 
方向 前 反 向 射出 去 。 (图 49(a) ,(b) 分 别 说 明 ? =1,4=90 和 
n=2,0=45" 的 情况 。 在 这 两 种 情况 下 ， 光 线 最 后 射 出 的 方 
向 一 一 即 图 中 的 PQ 和 RS 一 一 与 人 射 方向 MN 相反 。》 
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39 .在 平面 上 给 定 + 条 雷 线 ,ls,… ,ls。 试 作 一 个 1n 边 
形 AlAs' As, 使 得 直线 lle, sn 分 别 是 ， 

(a) 这 个 多 边 形 各 边 的 中 垂 线 [图 50(a)] 。 

(b) 这 个 多 边 形 各 顶点 处 的 外 角 或 内 角 的 分 角 线 [图 50 
(b)]. 

分 别 考虑 了 是 奇数 和 偶数 的 情况 。 在 哪 一 种 情况 下 本 题 
无 解 ， 或 解 不 能 唯一 确定 ? 
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图 50 


40， 给 定 平面 上 一 点 村 和 7 一 1 条 直线 1 ,ls,… ,Ln。 求 作 
一 个 nn 边 形 4 43… An 

(a) 使 得 4:4: 边 的 中 点 是 M， 而 余下 各 边 的 中 垂 线 分 
别 是 jz,la ,ln。 

(b) 使 得 角 4, 等 于 给 定 值 a ， 它 的 分 角 线 经 过 M， 并 
且 角 4 ,4 ,4a 的 分 角 线 分 别 为 5， ,jn， 

41， 在 给 定 圆 上 作 一 内 接 ” 边 形 ， 

Ca) 使 得 它 的 各 边 分 别 平 行 于 二 条 给 定 直 线 。 

《b) 使 得 4,4， 边 过 给 定点 ,余下 各 边 分 别 平行 于 ? -1 
条 给 定 直 线 。 

42.Ca) 在 平面 上 给 定 三 条 交 于 一 点 的 站 线 4,l 和 1s; 
久 设 A 是 平面 上 任 一 点 ， 将 相继 在 L1,lz,la 上 作 反 射 ， 得 
点 4， 然后 将 4， 按 同一 次 序 作 这 三 次 反射 ， 得 点 4,。 试 证 
4 与 4 重合 [图 51(a)]。 

如 果 题 中 三 条 直线 ,和 1s 换 成 nn 笨 交 于 一 公共 点 的 站 
线 , 结 论 还 正确 吗 ? 〈 原 来 杰作 6 次 反射 ， 现 在 要 作 27 次 了 )。 


51 


Cb》 在 平面 上 给 定 三 条 交 于 一 点 的 直 线 ,ls,ls。 将 平 
面 上 任意 点 A 相继 在 ,l,ls 上 作 三 次 反射; 然后 再 将 A4 相 
继 在 4,Li,h 上 作 三 次 反射 。 试 证 ， 在 两 种 情况 下 最 后 所 得 
的 象 点 是 同一 点 4s. 

《ec) 在 平面 上 给 定 四 条 交 于 一 点 的 直 线 4,ls,l3,;h4。 将 
平面 上 上任 一 点 和 相继 在 六 ,上 作 四 次 反 射 ， 然后 又 将 
AA 按 昂 一 次 序 作 四 次 反射 la,l4,bi ,ls。 说 明 两 种 做 法 最 后 
得 到 的 象 点 是 同一 个 44[ 图 51(b)]。 


(a) Cb) 


43.(a) 设 点 M ,N,P 分 别 在 三 角形 4BC 的 边 AB ,8C， 
CA 上 ， 又 设 CM' ,AN' ,BP' 是 将 线 CM,AN ,BP 分 别 在 角 
C ,A ,B 的 分 角 线 上 的 反射 象 。 试 证 ， 如 果 CM,AN,BP 交 
于 一 点 或 互相 平行 ， 则 CM’ ,AN’ ,BP’ 也 交 于 一 点 或 互相 
平行 [图 52(a)] 。 
(b) 设 点 M,N ,PP 分 别 在 三 角形 ABC 的 边 48B,BC， 
CA 上 ，M,,N,,Pi 是 M,N,P 分 别 关于 相应 边 中 点 的 中 心 
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对 称 象 ( 即 Mi 是 名 点 作 关 于 AB 中 点 的 中 心 对 称 而 得 到 的 
点 ，NiP 也 类 似 )， 试 证 ， 如 果 4B ,BC ,CA 分 别 在 M,N ， 
忆 处 的 垂 线 交 于 一 点 ， 则 4B ,BC ,CA 分 别 在 名 ,Ni,Ps 处 
的 垂 线 也 记 于 一 点 [图 52(b)] 。 


44。 任 意 给 定 平 面 上 三 条 直 线 1。 设 4 是 平面 上 
任意 一 点 。 用 两 种 方法 将 4 在 这 三 条 直线 上 连续 作 一 系列 反 。 
射 ， 其 一 ， 先 以 总 151 的 次 序 作 天 次 ， 将 所 得 点 4e 
再 以 12,lssli ,la,ls, 的 次 序 作 坟 次 ， 其 二 ， 将 和 4 先 以 [sls 
Lls,ls,h 的 广 序 作 六 次 ， 再 将 所 得 点 As 以 ,l,ls ,lls ,ls 
的 次 序 作 太 次 。 试 证 ， 用 这 两 种 方法 ，4 点 经 十 二 次 反射 最 
后 得 到 的 是 同一 个 点 hx。 


2， 正 全 等 图 形 和 反 全 每 图 形 , 平面 保 距 变换 的 分 类 


在 基 谢 容 夫 的 中 学 几何 课本 中 规定 ，“ 如 果 两 个 几何 图 ' 
形 中 的 一 个 可 以 经 过 在 空间 中 的 运动 而 和 另 一 个 重合， 就 
称 它 们 是 全 等 的 。” 这 个 定义 是 在 基 谢 麻 夫 的 《几何 》 第 -- 
贡 的 开头 给 出 的 ， 是 全 书 的 一 个 基础 。 然 而 ， 在 平面 几何 课 : 
程 的 开始 就 出 现 这 样 的 定义 ， 是 会 使 人 感到 疑惑 的 。 平 面 几 . 
何 是 研究 平面 上 的 图 形 的 性 质 的 ， 而 在 图 形 全 等 的 这 个 定义 
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中 所 说 的 图 形 的 运动 ， 却 是 在 空间 中 的 。 看 起 来 ， 平 面 儿 何 
巢 程 的 最 初 的 ， 也 是 最 基本 的 一 个 定义 却 不 属于 平面 几何 ， 
而 是 立体 几何 的 .似乎 在 平面 几何 课程 中 ， 和 采用 下 面 的 说 法 
更 恰当 一 些 ， 两 个 图 形 如 果 可 以 经 过 平面 上 的 〈 而 不 是 空间 
中 的 ) 运 动 而 重合 ， 喜 称 为 全 等 的 。 这 个 定义 中 泸 有 用 到 立 
体 儿 何 的 概念 。 可 是 ， 全 等 的 这 个 新 定义 与 原来 的 定义 是 不 
等 价 的 。 

事实 上 ， 平 面 上 -对 图 形 全 等 可 以 有 两 种 情况 ， 一 种 情 
况 是 ， 我 们 可 以 一 直 不 离开 平面 地 移动 一 个 图 形 ， 使 它 与 另 
一 个 重合 。 例 如 图 53(a) 中 的 和 下 就 是 这 种 情况 (可 以 用 
关于 0 点 的 旋转 来 使 它们 重合 )。 但 是 也 有 另 一 种 情况 ， 要 
使 两 个 全 等 图 形 重合 ， 必 须 将 其 中 一 个 离开 原来 所 在 平面 ， 
并 翻 一 个 面 。 图 53(b) 中 的 天 和 天 就 是 如 此 。 不 可 能 在 平 
泗 上 移动 fi1， 使 它 与 F' 重合 。 

下 面 我 们 对 此 加 以 说 明 。 考 虑 Fi 上 的 三 点 A1,B1 ,C1， 
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及 忆 上 的 对 应 点 41 ,BC 。 三 角形 4B 0 和 42C) 
有 上 所谓“ 不 同 的 定向 ”。 在 三 角形 48C 中 ,由 4’ 一 
B' 一 C "决定 的 边界 的 围绕 方向 与 时 钟 针 走 的 方向 一 致 ( 即 顺 ， 
时 针 方 向 ) ,然而 在 三 角形 A1B1C1 中 ， 由 A4 习 Bi 一 C1 决定 
的 边界 的 围绕 方向 是 与 时 钟 针 走 的 方向 相反 的 ( 即 反 时 针 方 
向 )。 显 然 ， 图 形 所 在 平面 上 作 任何 运动 都 不 能 改变 三 角形 : 
44B1C 的 定向 ， 因 此 ， 任 何在 平面 上 的 运动 都 不 能 使 三 角 
形 41 BC 与 三 角形 4 BC 重合 .但 是 ， 如 果 我 们 把 图 形 
忆 翻 转 到 它 的 另 一 面 一 一 为 此 ， 只 要 用 天 在 某 直 线 上 上 的 : 
反射 象 来 代替 Fi 一 一 这 时 再 用 平面 上 的 运动 ， 就 不 难 让 
与 FPF/' 重合 了 ( 见 图 53Cb) ,只 用 作 绕 O 点 的 一 个 旋转 )， 

以 后 ， 两 个 图 形 如 果 可 以 只 用 平面 上 的 运动 使 它们 重 
合 ， 就 称 为 正 全 等 的 ， 和 如果 两 个 图 形 全 等 ， 但 不 能 用 平面 上 
的 运动 使 它们 重合 ， 就 称 它们 是 反 全 等 和 的 ， 从 上 面 的 讨论 中 
我 们 已 经 知道 怎样 判断 给 定 的 两 个 全 等 图 形 玉 和 F/ 是 正 全 - 
等 的 还 是 友人 等 的 ， 在 F 上任 选 不 共 线 的 三 点 4,8,C , 记 
4' ,BC' 是 它们 在 史上 的 对 应 点 ， 然 后 检验 三 角形 ABC 
和 A’B'C’ 的 定向 (分 别 由 4 一 BC 和 A 一 B' 一 C' 决 定 ) 
相同 还 是 相反 。 只 有 在 不 必要 区 别 正 全 等 和 反 全 等 的 情况 
下 ， 我 们 可 用 “全 等 2 这 个 词 而 不 在 前 面 加 上 “下 ”或 
“ 反 ”。 

于 是 ， 如 果 两 个 几何 图 形 中 的 一 个 可 以 经 过 在 平面 上 的; 
运动 而 与 第 二 个 重合 ， 就 说 这 两 个 图 形 是 正 全 等 的 。 这 个 定 
义 几 乎 逐 字 恶 句 地 和 基 谢 雇 夫 的 定义 一 样 ， 但 是 它 完全 是 平 - 
面 儿 何 的 。 

下 面 我 们 证 明了 两 个 重要 定理 。 

定理 1 平面 上 任何 两 个 正 公 等 的 图 形 都 可 以 经 过 一 个 
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旋转 或 平移 而 重合 。 

首先 我 们 注意 到 ， 任 给 平面 上 两 条 等 长 的 线段 4B 和 
A'B’ ,总 可 以 用 一 个 旋转 或 一 个 平移 使 它们 重合 . 事实 上 ,如 
果 483 和 A’B' 平行 ,并 且 方 向 相同 [图 54Ca)]， 则 可 用 一 个 
平移 把 AB 变 到 A’B’'( 见 13 页 ， 那 里 证 明了 一 个 更 一 般 的 命 
: 题 ， 如 时 两 个 图 形 F 和 F’ 的 对 应 线段 相等 、 平 行 且 方 向 相 
同 ， 则 它们 相差 一 个 平移 )， 这 个 平移 的 方向 和 距 离 可 由 线 
段 44/ 决定。 如 果 线 恨 AB 和 4' 了 来 一 角 of 图 54Cb)]D ， 
则 48 可 被 一 个 转角 为 4 的 旋转 变 到 A'B'( 见 26 页 ， 那 里 
证 明了 一 个 更 一 般 的 命题 ， 如 果 两 个 图 形 P 各 fF’ 的 对 应 线 
段 相 等 ， 且 来 定 角 a ， 则 它们 相差 一 个 旋转 )， 这 个 旋转 的 
中 心 0 是 线段 44'/ 和 DB" 的 中 垂 线 的 交点 @ ， 


@@ 包括 48 和 4B’ 夹 角 。=18% 的 情形 ， 即 它们 相等 。 平行 ， 但 是 方 
向 相反 。 

回 ”如 果 这 两 条 中 径 线 重合 ， 这 种 求 0 点 的 方法 就 不 能 用 了 。 这 时 ，0 就 
是 直线 48 与 4'B’ 的 交点 。( 如 果 48 与 478/ 重 合 ， 也 就 是 说 4 与 B^ 重 合 ， 
8 与 4/ 重合 , 则 0 点 就 是 它们 的 公共 中 点 。) 也 可 以 这 样 求 0 点 作 立 在 447 
上 的 弧 ， 使 其 所 含 角 为 *， 则 44’ 中 生 线 与 此 弧 的 交点 即 0。 在 第 二 册 第 一 章 
揭 第 二 节 中 。 还 将 给 出 作 0 点 的 两 个 更 简便 的 方法 。 
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现在 我 们 考察 两 个 正 全 等 图 形 下 和 亚 (图 55)， 设 人 和 
是 了 上 的 两 点 ，M’ 和 六 是 它们 在 忆 上 的 对 应 点 。 因 为 
了 和 产 全 等 ， 所 以 MN = M’'N' ,因而 有 一 个 旋转 (或 平移 ) 
把 线段 MN 变 为 M'N’， 


我 们 说 ， 这 时 实际 上 整个 图 形 了 被 变 到 也， 也 就 是 
说 上 的 每 一 点 被 变 到 它 在 FPF 上 的 对 应 点 A 。 事 实 上， 如 
果 将 MN 变 到 M'N' 的 旋转 (或 平移 ) 把 A 点 变 到 A, 点， 我 
们 只 用 说 明 4 与 4’ 重合 。 由 于 图 形 与 会 等 ， 有 AM= 
A'M’', AN = A’N’， 另 一 方面 ， 叉 显然 AM = AIM’ ,AN = 
ALN’、 由 此 推出 三 角形 A'M/’N’' 和 AM’'N' 双 等、 但是， 
这 两 个 三 角形 有 公共 边 M'N’， 因 此 它们 或 者 重合 ， 或 者 互 
为 在 直线 M'N’ 上 的 反射 象 ， 在 后 一 种 情形 ， 这 两 个 三 角形 
的 定向 相反 。 但是， 由 于 F 与 是 正 全 等 的 ， 三 角形 
4' M'N' 的 定向 与 三 角形 AMN 的 定向 相同 ; 另 一 方面 ,三 角 
形 AMN 与 三 角形 4A,M’'N’ 只 差 一 个 旋转 或 平 黎 ， 从 而 定 
向 也 是 相同 的 。 于 是 ， 三 角形 4' M' AN 与 AM’N'’ 定 向 相 
向。 这 样 ， 我 们 就 推出 它们 一 定 是 重合 的 ， 也 就 是 说 和 点 
与 4 点 重合 。 定 理 证 毕 。 

如 果 两 个 图 形 忆 和 有 可 以 经 过 以 0 点 为 中 心 的 旋转 互 
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变 ， 则 称 2 点 是 这 两 个 图 形 的 旋转 中 心 。 要 作 两 个 正 至 等 图 
形 的 旋转 中 心 ， 只 须 在 一 个 图 形 上 任 取 两 点 4 和 中， 找到 它 . 
们 在 第 二 个 图 形 上 的 对 应 点 4 和 8 则 9 点 就 是 线段 4A 
和 BB' 的 两 条 中 垂 线 的 交点 ( 见 56 页 的 注 @)， 

定理 2 在 面 上 任何 两 个 反 公 等 的 图 形 都 可 以 经 过 一 个 


滑动 反射 或 反射 而 重合 . 

! 定理 2 的 证 明 类 似 于 定 
i » 理 1 的 证 明 ， 首 先 我 们 说 
yl 明 ， 任 何 两 个 等 长 的 线段 

' 4 AB 和 A’B’ 可 以 经 过 在 某 
pv -=< ja, 轴 上 的 滑动 反射 《或 反射 ) 
1 个 / 互相 变化 。 假 定 这 是 对 的 ， 
V- | 并 设 ! 为 该 滑动 反射 (或 反 
4 和 射 》 的 轴 ， 把 线段 A'B' 竹 


移 到 新 位 置 4B* 处 ， 使 
图 56 47 =A( 见 图 56) 。 设 A1B， 
是 线段 AB 在 1 上 的 反射 象 ， 那 么 4.B1fA”B*( 因 为 它们 都 
平行 于 A’B’). 由 此 可 得 , ! 平行 于 角 B*AB 的 分 角 线 io( 因 
为 48” 相继 在 4 和 4 上 作 反 射 后 变 成 平行 线段 A1B,)。 另 
一 方面 ， 点 4& 和 A' 在 i 两 侧 ， 且 到 的 距离 相等 (因为 4 和 
4 在 1 两 便 ， 到 ! 的 距离 相等 ;而 A 和 4’ 在 1 的 同 侧 ， 到 
i 的 距离 相等 )。 因 此 ! 经 过 44 的 中 点 M， 这 样 ，! 就 能 
从 线段 4B 和 4 有 来 作出 了 (过 M 点 ， 盏 行 于 jo)。 
现在 ， 设 线段 A1B, 是 AB 在 1 (刚才 作 的 轴 ) 上 的 反射 
象 .由 于 1f lo， 我 们 有 4 BA'B' 。 又 因为 4 和 4 在 1 的 
同 侧 ,到 ! 的 距 离 相 等 ,所 以 著 A1B1 与 4’'B' 不 重合 ， 那 么 它 
一 定 可 被 一 个 在 ! 方向 上 的 平移 变 到 4 Bi。 这 样 就 证 明 
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了 ， 线 段 4B 确实 可 经 过 一 个 滑动 反射 〈 或 反射 ) 变 为 线段 
A’B’ 

证 明 的 剩 下 部 分 儿 乎 是 定理 1 的 证 明 的 后 牛 部 分 的 重 
复 。 设 F 和 8 是 两 个 反 全 等 图 形 ， M,N 和 M’',N’ 是 F 和 
FF’ 上 的 两 对 对 应 点 (图 57)， 则 存在 一 个 滑动 反 射 (或 反射 ) 
把 线段 MN 变 为 MN’， 下 面 我 们 来 说 明 ， 这 个 滑 动 反 射 
《或 反射 ) 实 际 上 把 整个 图 形 下 变 成 图 形 F* 也 就 是 说 ，F 
上 的 任 一 点 4 被 它 变 到 的 4A 点， 与 4 在 F* 上 的 对 应 点 A 
重合 (和 户 是 反 全 等 的 ， 因 此 的 每 一 点 4 在 FY 上 有 对 
应 点 4')。 事实 上 ， 由 于 了 和 正人 多 等 ， 故 入 A’M’N' 寺 
A4NMNi 叉 由 于 人 A1M’N’ 是 入 AMN 经 过 一 滑动 反射 (或 
反射 ) 变 来 的 ， 信 AM’N’ 二 人 AMN。 因此 ， 人 AM'N’ 或 
者 与 人 A M’'N' 重合 ， 或 者 是 人 A’'M'N' 在 它们 公共 的 边 
M’N' 上 的 反射 象 .由 三 角形 A’M’N’ 的 定向 与 三 角形 AMN 
的 定向 相反 (因为 图 形 反 全 等 )， 而 三 角形 4M“ AN 的 定向 也 
与 三 角形 4M 的 定向 相反 (因为 反射 或 滑动 反射 改变 三 角 
形 的 定向 ) ,三 角形 4 M' N 与 A,M’'N' 就 有 相同 的 定向 ; 因 
此 它们 不 可 能 互 为 反射 象 。 于 是 三 角形 4 M'N' 和 三 角形 
AiM’'N' 重 合 。 定 理 2 证 毕 。 
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玫 面 的 一 个 保 距 变 换 如 果 把 两 个 正 至 等 图 形 中 的 一 个 变 

成 另 一 个 ， 我 们 就 称 之 为 正 保 距 变 换 ( 或 位 移 ); 与 此 相应 
地 ， 我 们 称 把 两 个 反 公 等 图 形 中 的 一 个 变 为 另 一 个 的 保 距 变 
换 为 反 保 距 变 换 ， 于 是 定理 1 和 定理 2 正 是 说 明 ， 正 保 距 变 
换 或 是 一 个 旋转， 或 是 一 个 平移 ， 反 保 距 变换 或 是 一 个 反 
射 ， 或 是 一 个 滑动 反射 (与 49 页 的 内 容 相对 照 )。 

综合 定理 1 和 定理 2 的 结果 ， 我 们 可 以 阐述 一 个 更 一 般 
的 结论 ， 

任 给 平面 上 两 个 全 等 图 形 ， 我 们 总 可 以 用 ~ 个 平移 ， 或 
旋转 ， 或 反射 ， 或 滑动 反射 ， 使 它们 重合 ， 

一 般 来 说， 两 个 图 形 如 果 正 至 等 ， 则 它们 相差 一 个 天 
转 ， 相 差 一 个 平移 被 看 作 特殊 情况 ， 如 果 两 个 图 形 反 人 等 ， 
则 一 般 它 们 相差 一 个 滑动 反射 ， 相 羡 一 个 反射 是 特殊 情况 。 

平移 和 旋转 都 可 以 表示 为 在 两 条 直线 (平行 的 或 相交 的 ) 
上 的 反射 之 和 ， 同 时 ， 在 一 条 争 线 上 的 反射 或 滑动 反射 可 以 
表示 为 在 某 条 直线 上 的 反射 与 关于 某 点 的 中 心 对 称 之 和 “【 例 
如 ， 在 芷 线 上 的 反射 等 于 下 面 三 条 本 线 上 的 反射 之 和 : 
Ll,m， 共 中 个 是 任 一 条 收 直 于 水 的 直线 ， 因 此 它 也 就 等 于 
在 1 上 的 反射 与 关于 1 与 mw 的 交点 0 的 中 心 对 称 之 和 ， 至 于 
滑动 反射 ， 请 看 47 一 48 页 )。 于 是 我 们 的 结论 也 可 阐述 为 . 

任 给 平面 上 两 个 全 等 图 形 ， 我 们 总 可 以 用 在 两 条 直线 . 
1,1, 上 的 反射 之 和 ， 或 在 一 条 丁 线 ! 和 一 点 O 上 的 反射 之 和 
来 使 它们 重合 。 当 V5 时 ,我 们 用 的 是 平 黎 当 O 点 在 ! 
上 时 ， 所 用 的 是 在 一 条 直线 上 的 反射 。 

定理 1 和 2 也 可 以 从 关于 反射 加 法 的 那 几 个 命题 ( 见 43 
一 49 页 ) 推 出 。 事 实 上 ， 定 理 1 的 证 明基 于 这 样 的 事实 ， 任 - 
何 两 条 相等 线段 4B 和 A’B8’ 都 可 以 用 一 个 旋转 或 一 个 平移 : 
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来 实现 重合 。 然 而 很 明显 ，AB 可 以 经 过 相继 在 两 条 直线 上 
和 [上 作 有 反射 变 成 A'B’, 只 须 取 届 是 线段 AA' 的 中 垂 线 (如 
果 A’ 与 A 重合 ， 那 么 可取 过 4 点 的 任 一 交 线 ); 记 B, 是 
8' 在 i, 上 的 反射 象 [ 图 58Ca)]， 再 取 52 是 角 Bi4 的 分 角 线 ， 
剩 下 只 须 用 43 页 上 的 命题 2 和 3 了 。 定 理 2 的 证 明基 于 另 一 
事实 ， 两 条 相等 线段 4B 和 4 有 可 以 用 一 个 滑动 反 射 或 反 
射 来 互相 变化 。 但 是 4B 可 以 经 过 在 三 条 看 线 忆 ,1 和 1 上 的 
反射 而 变 到 4/ 8 ,1 可 完全 任意 取 ! 记 A41B1 是 AB 在 hi 上 
的 反射 象 ， 再 取 1 和 tis， 使 得 在 它们 上 作 的 两 灰 反 射 之 和 把 
-A1B, 变 为 A' B' [图 58(b)1， 剩 下 只 须 再 用 如 一 妈 页 上 的 命 
题 4 和 5 了 。 


图 58 


反 过 来 ， 关 于 保 距 变换 的 加 法 的 所 有 命题 都 能 从 定理 1 
-和 2 推出 。 定 理 1 是 说 ， 每 一 对 正 全 等 图 形 可 以 用 一 个 旋转 
或 平移 来 互相 变 得 ， 如 果 两 个 图 形 忆 和 及 相差 两 个 反射 ， 
.或 更 一 般 地 说 相差 偶数 个 反射 ， 那 么 它们 是 正 全 等 的 《因为 
一 次 反射 改变 三 角形 的 定向 ， 两 次 反射 就 保持 定 向 了 )。 因 
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此 ，F’ 可 以 由 经 过 一 个 旋转 或 平移 而 变 得 。 这 就 说 明 , 两 
个 (更 一 般 地 ， 偶 数 个 ) 反 射 之 和 是 一 个 旋转 或 一 个 平移 〈 见 
49 页 )。 用 完全 类 似 的 方法 ， 可 以 从 定理 2 推出 ， 夺 个 (更 一 
般 地 ， 奇 数 个 ) 反 射 之 和 是 一 个 滑动 反射 或 反射 ( 见 49 页 )。 

从 定理 1 也 可 推出 ;两 全 旋转 之 和 是 一 个 旋转 或 平 移 ( 见 28 
页 或 44 一 45 页 )， 以 及 两 个 疹 动 反射 之 和 是 一 个 旋转 或 平移 
等 等 ， 


45， 给 定 两 条 直线 和 ts， 以 及 4 上 一 点 4 和 ls 上 一 点 . 
B。 试 作 直 线 加 ， 使 得 它 与 和 的 交点 半 和 Y 满 足 AX = 
BY, 霸 且 

(a) 直线 刀 平 行 于 给 定 直 线 m; 

(hb) 直线 由 经 过 给 定点 Mi 

(c) 线段 XY 有 定 长 a3 

(d) 线段 XY 被 一 给 定 直线 r 平分 。 

46。 给 定 三 条 将 线 上 ,ls,ls, 以 及 分 别 在 ,l,ls 上 的 三 点 . 
4,8B,C。 试 作 站 线 m， 使 得 它 与 ,la,18 的 三 交点 关 ,Y ,2 满 
足 4X=DY=C2Z。 

47. 给 定 三 角形 4BC。 求 作 直 线 1 ， 使 得 它 与 4B 边 ，- 
AC 边 的 交点 了 ,0 满足 BP = PQ =0C( 图 59)， 


我 们 可 以 利用 定理 1， 2 给 平面 的 保 距 变换 下 一 个 定 
义 。 事实 上 ， 在 几何 学 中 讨论 变换 ， 我 们 关心 的 是 变换 的 结 
有 果 《〈 即 一 个 图 形 从 哪个 位 置 变 到 了 哪个 位 置 ), 而 不 是 变换 的 
实际 过 程 〈 例 如 一 个 点 在 运动 中 所 走 的 路 径 ， 点 移动 的 速度 
等 等 ) 。 弃 然 根据 定理 1 , 2 ， 任 何 两 个 全 等 图 形 都 可 以 经 
过 一 个 平移 ， 或 旋转 、 反 射 、 滑 动 反 射 而 重合 ， 那 么 在 几何 
学 中 我 们 戴 能 说 ， 这 四 种 保 距 变换 已 经 是 平面 上 的 所 有 保 距 
变换 。 而 把 平面 上 保 焉 变换 的 所 有 情形 都 列举 出 来 ， 可 以 
看 作 是 对 它 的 一 个 定义 ， 因 此 我 们 可 以 说 ， 几 何 学 所 研究 
的 是 图 形 在 平移 、 旋 转 、 反 射 和 滑动 反射 之 下 不 改变 的 那些 
性 质 〈 见 前 刘 4 页 ) ， 

在 数学 中 〈 一 般 地 说 ， 在 自然 科学 中 ) ,我 们 能 过 到 两 种 
不 同类 型 的 定义 。 对 于 一 个 新 的 概念 ， 我 们 可 以 通过 列举 它 
所 具有 的 所 有 性 质 来 定义 它 。 例 如 ， 平 面 上 的 平行 线 可 定义 
为 无 诊 怎 么 延长 总 不 相交 的 那些 直线 ， 算术 级 数 可 定义 为 机 
邻 两 项 之 差 为 常数 的 数列 ， 燕 气 机 可 定义 为 把 热能 转变 为 机 
碟 能 的 机 械 。 这 种 类 型 的 定义 称 为 描述 性 定义 。 我 们 在 定义 
一 个 新 的 研究 对 象 时 ， 也 可 以 不 去 描述 它 的 性 质 ， 而 是 直接 
指出 如 何 构造 它 。 例 如 ， 平 行 线 可 定义 为 垂直 于 同一 直线 的 
两 条 直线 (这 里 给 世 了 平行 线 的 一 种 作法 )， 算术 级 数 可 规定 
为 下 述 形 式 的 数列 : 


a, a+d, a+2d, a+3d, 


9» 


(这 里 a 称 为 首 项 ， 4 称 为 公差 )， 而 燕 气 机 也 可 以 用 对 它 
前 结构 的 描述 来 给 出 它 的 一 个 定义 。 这 种 类 型 的 定义 称 为 构 
。。@ 在 力学 中 次 与 比 不同， 那儿 研究 运动 的 过程 ， 国 此 不 可 能 如 此 简单 
列举 出 所 有 平面 上 的 反动 。 
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造 性 定义 。 可 以 这 样 说 ， 科 学 的 基本 任务 ， 是 对 那些 仅仅 有 
描述 性 定义 的 概念 去 寻找 它 的 构造 性 定义 。 辟 如 ， 发 明 燕 气 
机 的 问题 可 以 看 成 从 它 的 描述 性 定义 一 一 转变 热能 为 机 械 能 - 
的 机 械 一 一 出 发 ， 去 找到 它 的 构造 性 定义 ， 也 就 是 实际 地 制 
造 它 人 0 

把 保 距 变 换 定义 为 不 改变 点 之 间距 离 的 变换 《 见 本 册 前 
言 5 页 ) ,这 是 一 个 典型 的 描述 性 定义 。 在 保 距 变换 的 理论 
中 ， 基 本 的 问题 是 找到 它 的 构造 性 定义 ， 也 就 是 列举 出 所 有 
保 距 变换 。 而 本 节 的 定理 1 ,2 恰好 就 是 解决 这 个 问题 的 , 因 
此 是 本 节 的 基本 结果 ， 

反 过 来 ， 给 了 某 个 概念 的 构造 性 定义 ， 如 能 找到 它 的 简 - 
单 的 描述 性 定义 ， 则 会 带 来 许多 方便 ， 敬 如 有 助 于 研究 这 个 
新 概念 的 性 质 。 在 本 章 里 我 们 已 经 有 了 这 类 例子 。 又 例如 在 
先 给 出 平移 的 构造 性 定义 后 ， 我 们 又 给 出 它 的 一 个 纯粹 的 描 
述 性 定义 ， 平 移 是 平面 上 的 一 种 变换 ， 它 把 每 条 线 息 4 有 B 变 
为 与 它 竺 长、 平行 且 方 向 相同 的 线段 A'B'( 见 12 页 )。 在 解 
决 两 个 平移 之 和 是 什么 样 的 变换 这 个 问题 时 ， 这 个 定义 是 非 
常 有 用 的 ; 而 平移 的 第 一 个 定义 〈 构 造 性 的 ) 则 对 解决 此 问 
题 没有 多 大 用 处 。 同 样 地 ， 在 解决 两 个 旋转 之 和 是 什么 变换 
的 问题 时 ， 我 们 也 是 依据 施 转移 描述 性 定义 ， 旋 转 是 平面 上 
的 一 -种 变换 ， 它 把 每 条 线段 AB 变 为 与 它 等 鞭 、 并 日 与 它 夹 
定 角 4 的 线段 〈 见 29 页 )。 读 者 自己 在 本 书 中 还 能 找 到 别 和 的 
例子 。 

@ 应 该 注意 ， 对 于 一 个 还 只 有 措 述 性 定义 的 研究 对 象 ， 找 到 它 的 构造 性 
定义 实际 上 也 证 角 了 这 个 研究 对 象 的 存在 性 ， 而 模 述 性 定义 是 不 能 说 明 它 的 存 
在 性 的 。 下 面 就 是 几 个 没有 实际 对 象 的 描述 性 定义 的 例 于 ;“ 有 两 条 分 角 线 互 椎 


乔 直 的 三 角形 称 为 tricornicum* 《与 本 章 的 26 题 (a) 作 对照 )) “不 用 能 量 就 能 运转 
的 机 械 岂 做 永 动机 *， 这 些 例 子 中 的 对 象 显然 是 没有 构造 性 定义 的 ,. 
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习题 解答 


第 一 章 位 移 


1。 在 直线 1 的 方向 上 将 加 5S, 平移 距离 e ， 记 51 是 所 
得 新 加 。 设 A’ 和 8 是 S 和 5S, 的 两 个 交点 ( 见 图 50)。 那么 
过 4 平行 于 上 的 直线 和 过 8 平行 于 1 的 直线 都 是 本 题 的 解 

(图 60 中 线段 AA' 和 BB' 都 等 于 平移 的 距离 a。 )。 如 果 将 98， 

在 相反 方向 上 平移 距离 4 得 S1， 则 又 可 得 到 另外 两 企 解 。 

随 着 圆 S41 和 Sf 与 加 S$, 相交 情况 的 不 同 ， 本 题 可 能 有 无 : 
穷 多 个 解 、 四 个 解 、 三 个 解 、 二 个 解 、 一 个 解 以 及 无 解 等 多 
种 情形 ， 图 60 中 所 画 的 是 三 个 解 的 情形 。 


2、 a) 假定 本 题 已 解 出 。 将 MN 平移 至 AN’， 使 得 
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M 点 变 为 4 点 [图 61Ca)]。 于 是 AM = N7N， 因 此 
AM+NB= NN+NB. 

这 样 ，AMNB 是 最 短路 径 的 充分 必要 条 件 是 N’,N 和 8 在 同 
一 直线 上 ， 

由 此 我 们 得 到 作 图 污 如 下 ， 从 和 A 点 出 发 作 线 段 AN’， 使 
其 长 度 等 于 河 宽 ， 与 河 垂直 ， 方 向 朝 着 河 ! 过 NN 点 和 8 点 
作 直 线 ， 设 它 与 靠近 召 的 河岸 线 的 交点 为 N， 就 在 六 点 处 架 
括 。 


Ch) 为 了 简单 起 见 ， 我 们 考虑 有 两 条 河 的 情况 ， 假 定 本 
是 已 解 出 ， 记 KL 和 MN 是 所 架 两 座 桥 的 位 置 。 将 线段 KL 在 
移 到 AL’， 使 点 变 到 4 点 [图 61(b)]， 于 是 AK=L'L， 井 
且 

AK+LM+NB=L’L+LM+NBb, 

如 果 AKLMNB 是 最 短路 径 ， 则 L'LMNB 是 上 L' 到 B 的 最 短 
路 径 ，LMNB 是 上 到 BB 的 最 短路 径 。 但 是 上 与 B 只 相 隔 第 
二 条 河 ， 因 此 由 (a) 我 们 知道 怎样 作出 它们 之 间 的 最 短路 径 。 

于 是 我 们 得 到 作 图 法 如 下 ， 从 有 点 作 线 段 AL'， 使 其 长 
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度 等 于 第 一 条 河 的 宽度 ， 井 垂直 于 它 ， 方 向 朝 着 它 ， 从 
点 作 线 段 坟 N/， 使 其 长 度 等 于 第 二 条 河 的 宽度 ,垂直 于 它 ， 
工 且 方向 朝 着 它 ， 过 N/ 点 和 也 点 作 直 线 ， 记 六 是 它 与 第 二 
条 河 的 丝 近 卫 的 河岸 线 的 交点 。 在 六 点 处 架 第 二 条 河上 的 
桥 。 设 此 桥 的 另 一 头 在 半点 处 ， 过 M 点 作 站 线 平行 于 直线 
N'B， 记 工 是 所 作 查 线 与 第 一 条 河和 党 近 计 的 河岸 线 的 交点 ， 
在 工 点 处 架 第 一 条 河 .上 的 桥 。 

3。 (a) 假设 M 是 平面 上 的 点 , 满足 条 件 MP + MQ = av 


外 62(a》 


这 里 P 和 0Q 分 别 是 人 点 在 直线 L1 和 1 上 的 垂 足 [图 62(a)]， 
将 直线 在 QM 方向 上 平移 距离 4， 所 得 直线 记 作 以 显然 
M 到 以 的 距离 MQ’ =a- MQ = MP. 因此 MM 在 4 与 台所 夹 的 
一 个 角 的 分 角 线 上 。 

由 上 面 的 分 析 容易 看 到 ， 所 求 轨迹 上 的 所 有 点 部 在 六 与 
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二 或 [Ls 所 构成 的 角 的 分 角 线 上 ， 这 里 性 和 妆 是 将 避 在 垂 
让 于 4 的 方向 上 (两 个 方向 1!) 和 平移 距离 a 所 得 到 的 直线 。 然 
而 ， 并 非 这 四 条 分 角 线 上 的 所 有 点 都 在 所 求 轨 流 上 。 从 图 62 
《不 难看 出 ， 以 仅 算 形 4BCD 的 边界 上 的 点 在 轨迹 上， 这 
里 4 ,B,C 和 D 是 这 些 分 角 线 的 交点 。 
《b》 设 MM 点 是 平面 上 满足 方程 
MP-MQ=a 或 MQ-MP=a 

有 网 点 ， 这 里 已 和 Q@ 分 别 是 M 在 直线 上 和 心 上 的 垂 足 (图 62(b) 
中 的 M 满 足 第 二 个 方程 )、 在 QM 方向 上 平移 直线 ls， 距 离 
为 a ， 所 得 直线 记 作 疙 。 正 如 (a) 中 那样 ， 我 们 可 以 说 明说 
到 4 和 刀 的 距离 相等 《 见 图 62(b)， 那里 MO -~ MP =a， 
MP, -Mi01=4)。 由 此 可 推出 ， 所 求 软 迹 上 的 所 有 点 都 在 
石 与 总 或 总 所 构成 的 角 的 分 角 线 上 。 但 是 在 本 题 的 情形 ， 
只 有 上 扼 形 4BCDD 之 外 的 点 在 轨迹 上 ，( 图 62(2) 中 ，HBG 和 


中 62(b》 
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DK 上 的 点 满足 方程 MP- MQ =a，B4F 和 "CK 上 的 点 满 
足 MQO-MP=a。) 

4. 由 于 三 角形 BDE 可 由 三 角形 DAF 经 过 一 个 平移 (在 
AB 方向 上 ， 距 离 为 4) 而 得 到 ， 联结 这 两 个 三 角形 的 对 应 
点 的 线段 都 是 互相 平行 且 相 等 的 。 于 是 


010, = QQ 0.0: 010,, 
类 似 地 有 

020。 = QQ 020。 1 oo， 
和 

0s0， = QaQ， O01 1 QQ 


因此 三 角形 00:0: 和 QiQ:Q: 至 等 ,( 实 际 上 它们 的 对 应 边 盏 
行 且 相等 ， 即 一 个 三 角形 可 由 另 一 个 经 过 一 个 平移 而 得 到 
一 一 看 13 页 。) 

5。 将 四 边 形 ABC 的 4B 边 和 DPC 边 平 移 到 MB’ 和 
MC' (图 $3)。 这 样 所 得 到 的 两 个 四 边 形 AMB’B 和 DM’'C’'C 
都 是 平行 四 边 形 ， 因 此 

BB’J)AM 有 BB’= 
CC 1DM 有 CC’=DM., 
汉 有 AM = MD(CM 是 4 的 中 点 )， 因 而 线段 BB /与 CC' 相等 
里 平行 。 再 加 上 8BN =NC， 就 推出 
ABNB’==ACNC’., 
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馈 此 8’N=NC’',， 并且 LBNB' = CNC'  ， 即 线段 BC 的 
中 点 是 N， 从 而 MN 是 三 角形 MB’C’ 的 一 条 中 线 。 

又 由 题 设 ,三 角形 MB’C’ 中， 中 线 MN 是 相 镶 两 边 MB' 
和 MC 之 和 的 一 第 (因为 MB’ =AB，MC’=DC). 延长 
MN 至 Mi， 使 NM = MN， 再 联结 MM! 和 B’' 。 这 样 ， 我 们 就 
得 到 一 个 三 角形 MAMIB'， 它 的 边 MAMi: = 2MN， 因 此 也 是 另 
外 两 边 MB’ 和 有 Mi (=MC' 之 和 ， 由 此 推出 B' 在 线段 : 
MM, 上 ， 这 就 意味 着 

MB’ J MN] MC’, 

因而 AB YJ MN I DC, 
即 四 边 形 4BCDD 是 一 个 梯形 。 

6。 假设 本 题 已 解 册 。 将 线段 4X 在 直线 CZ 的 方向 上 平 . 
移 距 离 c ， 得 线段 A’X/( 活 64)， 

显然 A'X 过 下 点 。 冯 ， 


LA FB= LAXB= AmB1, 


因此 我 们 可 认为 角 A’'FB 是 已 知 
的 ， | 

于 是 ， 就 有 作 图 法 如 下 : 在 
弦 CD 的 方向 上 将 4 点 平移 距离 
a ,所 得 点 记 作 A’。 以 线段 A'B 
为 弦 作 圆 弧 ， 使 得 它 所 售 圆 周 角 


等 于 人 AXB( 妓 如 果 Y 是 弧 上 的 

一 8 任 一 点 ， 则 人 A’YB= /AXB 
=AmB/2). 
oo 4mB 来 示 矣 AmB 《此 处 指 弧 度 ) 。 一 一 中 译 者 
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如 果 所 作 圆 弧 与 若 CD 有 两 个 交点 ， 则 任 取 其 中 一 点 作 
为 耻 ， 直 线 召 P 与 原来 圆 的 另 一 个 交点 就 是 所 求 的 交点 。 因 
和 此， 在 这 种 情形 本 题 有 两 个 解 。 

如 果 所 作 圆 弧 与 C 相 切 ， 则 切 点 就 是 点， 因此 本 题 
“ 恰 有 一 解 。 

如 果 所 作 圆 呈 与 C 了 不 相 切 也 不 相交 ， 则 本 题 无 解 。 

如 果 我 们 允许 CD 与 AX 和 BX 在 延长 线 上 相交 (因此 交 
点 和 下 在 CD 的 延长 线 上 ， 落 在 回 外 )， 则 本 题 最 多 能 有 站 
个 解 ( 这 是 因为 4 可 以 在 直线 CD 的 两 个 相反 方向 上 平移 )@ ， 

7。 《a》 假 设 本 题 
已 解 出 ， 即 MJM,=a 
《图 65)。 从 圆 $: 和 8: 的 
阁 心 0 和 @: 向 直线 上 作 
垂 线 0.P, 和 O,P， (P, 点 
和 Ps 点 为 垂 是 )， 则 


AP, = AM 


AP, = AM,, 


关 此 


1 1 了 
Pa= 了 (4A + AM,) = 六 MiM:=- 了 4， 


将 直线 ! 平移 成 ， 使 过 0 点 。 设 与 直线 0,P, 的 交点 
为 P*。 则 四 边 形 P.O,P’'P, 是 和 矩形， 因而 
OP' = PiP:= 寺 6， 


@ 关于 解 的 个 数 的 讨论 是 英 译 者 其 的。 
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于 是 我 们 有 作 图 法 如 下 ， 以 010， 为 条 边 ， 作 直角 三 角 
形 0.0sP’， 使 0.P' = 6/2， 那 么 所 求 直 线 ! 平行 于 OP' 。 

在 0.0，>a/2 时 ， 本 题 有 岗 个 解 (在 图 55 中， 第 二 个 解 用 
看 线 表 出 ); 当 0102 = 4/2 时 ， 有 一 个 解 ， 当 OO2<a/2 时 ， 
无 解 。 

(b) 设 M,N,P 是 
三 个 给 定点 ， 三 角形 
ABC 是 给 定 三 角形 (图 
66)。 在 线段 MN 和 MP 
上 作 圆 弧 ， 使 它们 所 含 . 
的 圆周 角 分 别 等 于 : 
ACB 和 4BC。 于 
是 ， 问 题 就 化 为 过 MM 
点 作 直 线 ， 使 其 被 两 个 
加 红 截 下 的 线 居 有， Ci 的 长 度 等 于 BC。 这 就 变 成 (7 了 。 

此 题 可 能 有 两 个 解 ， 也 可 能 有 一 个 解 或 者 无 解 〈 解 的 情 
况 还 要 依 顿 于 给 定 的 三 点 分 别 在 所 求 作 三 角形 的 哪 条 边 上 ) . 

8。 (a) 假设 此 题 已 解 出 ; 设 站 线 ! 与 圆 S: 和 9 的 交点 . 


图 67《e) 
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分 别 为 4,B 和 C ,DL 图 67(a)]。 将 贺 5, 在 直线 1 的 方向 上 
平移 一 个 距离 4C ,所 得 新 图 记 作 SY。 因 为 4B = CD ,所 以 经 
过 上 壕 平移 ， 线 外 4 将 与 CD 重合 ， 于 是 ， 圆 S; 和 5S' 的 加 
心 0。 和 01 都 在 线段 CD 的 中 垂 线 上 。 

由 此 我 们 可 得 到 作 图 法 如 下 ， 设 是 过 5; 的 圆心 0 并 且 
与 ! 垂直 的 直线 ，m 是 过 S51 的 圆心 0; 并 平行 于 必 的 直线 。 
记 01 是 峰 与 ?的 交点 ， 平 移 S, 使 圆心 移 到 0; ， 得 新 加 Si- 
则 过 54 和 5s 的 两 个 交点 的 直线 就 是 所 求 作 的 直线 ， 

本 题 可 能 有 一 个 解 ， 也 可 能 无 解 。 


| 
图 67(b) 

(b) 假设 此 题 已 解 出 ， 莽 设 直 线 ! 与 圆 % 和 353 分 别 想 
交 于 4,B 和 C ,D， 使 得 有 A8B8+CD = a[ 图 67(b)]， 将 国 S， 
在 直线 [的 方向 上 平移 距离 4 ， 记 所 得 圆 为 S++， 则 

AA’ =a= AB+CD, 
即 A'B = CD。 因 此 如 果 将 圆 S: 在 工 方 向 上 平移 到 82， 使 其 
圆心 05 在 线段 0,0; 的 中 重 线 上 《0 分 别 是 S 和 的 
同心 )， 那 么 5 的 副 CD 就 变 到 B84’. 

由 此 我 们 得 到 作 图 法 如 下 ， 将 贺 5; 在 直线 玉 的 方向 上 
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平移 距离 。 所 得 新 较 记 作 S51， 再 将 Ss 在 忆 方向 上 平移 到 
新 加 S;， 使 其 中 心 在 线段 0.01 的 中 惟 线 m 上 。5, 和 S45 的 交 
点 在 图 中 就 是 BB 和 B， 点 ) 决 定 了 所 求 的 直线 。 本 题 最 多 有 
两 个 解 ， 解 的 个 数 依赖 于 S, 和 5 的 交点 的 个 数 (图 67(b) 中 
是 有 两 个 解 的 情形 )。 

本 是 的 另 一 中 一 一 作 ! ， 使 它 被 两 圆 截 得 的 两 致 之 差 等 
可 用 类 似 方 法 解 出 。 


于 给 定 值 


《ec) 假设 此 题 已 解 出 (图 68， 直 线 KN 就 是 所 求 的 直线 
! )。 在 直线 KN 的 方向 上 平移 S,， 使 线段 KL 与 MN 重合 ， 
所 得 新 闻 记 作 Si1。 这 时 加 $s 和 5S1 有 公共 束 MN. 

设 直线 AB, 和 AB, 分 别 是 由 A 点 向 贺 Si 和 Ss 作 的 切线 
《8, 和 B, 分 别 是 切 点 )。 则 

(4D)2=A4AM. AN, 《4D)2= ANM . AN， 
坦 此 (4 72 = (AB,)’, 
这 样 我 们 就 能 求 40 了 (0i 是 圆 51 的 圆心 ); 

AO\=v (01B)’+ (ABI)? = vri+(AB,)’, 
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这 里 "是 圆 S\ 的 补 径 ， 而 且 ， 我 们 知道 OO1O: 是 直角 ， 这 
是 因为 5 和 5; 的 圆心 的 连 线 010, 垂直 于 它们 的 公共 续 
AMN， 从 而 也 和 平行 于 工 的 线段 OO1 冬 声 。 由 此 我 们 能 找 末 
0 点 了 。 
我 们 用 下 面 的 方法 作 图 ， 以 4 为 圆心 ， 以 

. Vr?i+(Ab,)’ 
为 企 径 作 阅 ， 叉 以 0,0; 为 直径 作 央 ， 以 这 两 个 图 的 一 个 交点 
O01 为 圆心 ，71 为 个 径 作 贺 Si1。5; 与 $1 的 交点 站 和 NN 决定 的 
直线 MN 就 是 本 题 的 一 个 解 。4 点 确实 在 直线 MN 上 ,否则 
等 式 (4B))2= (ABs)? 不 会 成 立 。( 如 果 直 线 AM 与 圆 5 和 
S1 交 于 不 同 点 N。 入,， 则 我 们 有 (4B,)?= AM . ANs 和 
《4B1):=AM . 4Ni)。 又 因为 0:01 垂直 于 MN， 而 0.01 和 型 
下 于 0:01， 所 以 0101 /MN ; 也 就 是 说 0 和 01 分 别 到 8， 
和 S51 的 副 KL 和 MA 的 距离 相等 。 由 此 推出 KE 和 MAN 竺 长， 
这 正 是 所 要 求 的 。 

本 题 至 多 有 两 个 解 。 

9。 作 直 线 [经 过 关于 4 点 的 中 心 对 称 所 变 得 的 覃 线 人 
(图 69)， 设 P' 是 ! 与 于 的 一 个 变 点 。 那 么 直线 P 4 是 本 题 
的 一 个 解 ， 因为 P' 4 与 的 交点 已 是 P' 点 关于 4 点 的 中 心 
对 称 象 ， 从 而 有 P/ A = PA， 


本 题 至 多 有 两 个 解 。 


10。 (a) 作 克 54 经 过 关于 人 4 点 的 中 心 对 称 所 变 得 的 加 5， 
[图 70(a)], 贺 S1 和 5s 也 相 
交 于 和 A 虑 ， 另 一 个 交点 记 作 
P’'.。 则 直线 P' A 是 本 题 的 
解 ， 因为 它 与 贺 53; 的 另 一 
交点 P 是 P' 关于 4 点 的 对 
称 点 ， 有 已 4= 4 忆 ， 

如 果 圆 S 和 5 相交 于 两 
图 70(a) 个 点 ， 则 本 题 恰 有 一 个 解 。 
如 果 这 两 圆 相 切 ， 则 当 它 们 
牛人 径 不 同时 无 解 ， 中 径 相 同时 有 无 穷 多 个 解 。 

， 附 注 ， 本 题 是 8 题 (c) 的 特殊 情形 ， 但 解法 更 简单 ， 

(b》 作 圆 S: 经 过 关于 人 点 的 中 心 对 称 所 变 得 的 圆 S:。 
假设 本 题 已 解 出 ， 图 70(b) 中 的 直线 MAN 就 是 解 。 设 NN/ 是 


时 70(b) 


此 直线 与 加 53 的 交点 ， 则 MN’ =a。 从 贺 S 和 33 的 圆心 
O, 和 0: 向 直线 MAN 作 重 线 OP 和 0O:QCP,@C 为 和 研 足 )， 则 
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PA-~ 志 MA， QA=3N’ A， 
从 而 
PO=P4-OA4=- 于 CMA4-N'A = 去 4. 


于 是 0: 到 直线 OP 的 距离 等 于 ao/2， 也 就 是 说 ， 以 0: 为 
圆心 ，</2 为 后 径 的 圆 与 直线 O,P 相 切 。 这 样 ， 从 题 设 条 件 
我 们 就 能 作出 直线 DiP 来 了 。 有 了 OP， 再 作 直 线 MA4N 垂 让 
于 OP， 从 而 得 到 本 题 的 一 个 解 。 

本 题 最 多 有 两 个 解 。 

11。 假设 本 题 已 解 出 (图 71)， 并 设 AX/ 是 由 线段 AX 
经 过 关于 丁点 的 中 心 对 
称 而 得 的 线段 。 因 为 
AX 过 E 点 ， 所 以 A’X?’ 
过 FF 点 由 于 XA 了 
X4， 我 们 有 

LX’'FB= /AXB 
= AmB, 


因此 ， 
A'FD 
=180。- LX’FB, 
并 且 可 以 认为 
AA’'FB 


~]180° -六 AmB 


是 已 知 的 ， . 
这 样 我 们 就 得 到 作 图 法 如 下 ， 设 名 是 A 点 关于 本 点 租 
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对 称 点 。 在 线段 人" 阳 上 作 一 图 弧 ， 使 它 所 含 圆周 角 是 
180" -过 hmB. 
北 圆 弧 与 苞 CD 的 交点 就 是 王 点 ， 而 直线 BF 与 圆周 的 另 一 交 
点 就 是 所 求 的 X 点 ， 
本 题 有 了 唯 --- 解 。 但 是 ， 如 果 充 许 交 CD 与 4X 和 BX 在 延 


长 线 上 相交 ， 则 可 能 有 两 个 解 (参看 6 题 的 解 )。 
12。 假定 图 形 有 两 个 对 称 中 心 0 和 0:( 图 727。 议 O， 
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点 是 1 点 关于 Os 点 的 中 心 对 称 象 ， 则 0s 由 是 的 一 个 对 称 中 
心 。 事 实 上 ， 如 果 A 是 上 的 任意 一 点 ， 记 人 4 是 A 点 关于 0， 
点 的 对 称 点 ，A 是 A 点 关于 01 的 对 称 点 ，A 是 A 点 关于 
0 的 对 称 点 ， 则 41,As 和 A’ 都 是 中 的 点 (因为 O01,0, 都 是 
下 的 对 称 中 心 )。 由 于 AO, 和 AlO, 410， 和 4201， AsO! 和 
A'O; 这 三 对 线段 都 相等 、 平 行 且 方 向 相反 , 线段 40s 和 4’0。 
是 相 衡 、 平 行 且 方向 相反 的 , 因此 4/ 是 4 关于 0O: 的 对 称 点 。 

这 样 ,F 上 任意 一 点 关于 0s 的 对 称 点 4’ 仍 是 的 点 ， 
-也 就 是 说 0 是 五 的 一 个 对 称 中 心 。 

类 似 地 ， 我 们 可 以 推出 0, 关于 Os 的 对 称 点 0,，0s 关于 
吕 , 的 对 称 点 0; 等 等 都 是 的 对 称 中 心 。 这 样 我 们 就 看 出 ， 如 
果 斑 有 两 个 不 同 的 对 称 中 心 , 则 它 必定 有 无 穷 多 个 对 称 中 心 ， 
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13。 (a) 线段 AnB, 是 由 A3 相继 作 关 于 01,02,*%… ,On 
的 n 次 中 心 对称 所 得 到 的 (n 为 偶数 )。 但 是 ,关于 0, 与 0。 的 
两 次 中 心 对 称 之 和 为 一 个 平移 ， 关 于 CO 与 04 的 中 心 对 称 之 
和 是 一 个 平移 ， 关 于 0 与 06 的 中 心 对 称 之 和 是 一 个 平移 ， 
轩 寺 i 9 最 后 ， 关于 On 和 On。 的 中 心 对 称 之 和 也 是 平移 。 央 
此 ，AvB， 是 由 AB 经 过 n/2 次 平移 而 得 到 的 。 因 为 任意 个 平 
移 之 和 仍 为 平移 ， 所 以 hs 也 是 AB 经 过 一 次 平移 所 得 到 
的 。 于 是 ， 有 44。= 卫 D，， 

如 果 半 是 奇数 ， 那 么 本 题 的 结论 是 不 正确 的 ， 因 为 奇数 
个 中 心 对 称 之 和 是 一 个 平移 加 上 一 个 中 心 对 称 ， 它 也 是 一 个 
《关于 另 一 点 的 ) 中心 对 称 ( 见 19 页 )， 因 此 一 般 地 说 ，44 二 
BD。( 但 4B。= BA,). 

《b》 因为 奇数 个 中 心 对 称 之 和 还 是 一 个 中 心 对 称 ( 看 Ca) 
题 的 解 ) ， 所 以 由 4 相继 作 关 于 01,0,,… ,Os 的 1 次 中 心 对 
称 所 得 的 4 点 ， 也 可 由 人 关于 划一 点 O 作 中 心 对 称 而 得 到 。 
点 Asn 是 由 As 作 同样 的 4 次 中 心 对 称 而 得 到 的 ， 因 此 它 也 是 
4nw 作 关于 0 点 的 中 心 对 称 而 得 到 的 点 。 这 就 可 推出 4 = 4。 

如 果 7 是 一 个 偶数 ， 则 4 是 由 和 经 过 一 个 平移 而 得 到 
的 点 ， 而 hon 又 是 由 A 经 过 同一 个 平移 而 得 到 的 点 、 因 此 
一 般 来 说 4 与 4 不 会 重合 。( 只 有 当 上 述 平 移 是 恒 等 变换 ， 
戎 平移 距离 为 0 时 ， 它 们 于 重合 习 

14。 〈a) 关于 O 点 和 Os 点 的 两 个 中 心 对 称 的 和 是 一 个 
平移 (看 19 页 )， 关 于 0s 点 和 Q4 点 的 两 个 中 心 对 称 之 和 是 另 
一 个 平移 〈 一 般 来 说 与 第 一 个 不 同 )。 于 是 。“ 第 一 "点 A 是 
4 点 经 过 这 两 次 平移 得 到 的 ， 而 “第 二 ”点 (我 们 记 作 4》 


@ 括号 中 这 名 话 是 英 译 者 加 的 。 
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是 4 经 过 同样 两 个 平移 得 到 的 ， 只 是 进行 的 次 序 与 第 一 次 相 
上 挨 。 但 是 ， 两 个 平移 之 和 与 进行 的 次 序 是 无 关 的 。 〈 要 证 明 


c p ”这 个 断言 ， 只 须 看 图 
73， 且 点 和 C 点 分 别 是 

of 8 表示 的 平移 而 变 得 的 ; 
| D 点 是 了 点 经 过 PQ 下 
P 示 的 平移 所 得 的 点 ， 它 
M N 也 是 C 点 经 过 MAN 表示 
加 四 的 平移 所 得 的 点 ， 由 此 


得 到 断 导 。》 

Cb》 此 题 显然 与 13 题 (b) 相 同人 n = 5)， 因 为 13 题 (b) 告 
诉 我 们 。 若 和 4 点 相继 作 关 于 O1,0s,03,04,0s 的 中 心 对 称 变 得 
的 点 记 作 As， 则 4s 以 同样 的 次 序 作 这 五 次 中 心 对 称 后 就 回 
到 4A 点。 

(ce) 当 n 是 奇数 时 ， 最 后 的 位 置 相 同 ( 看 13 题 )， 

《在 7 为 偶数 的 情形 (n=2K)， 如 果 有 一 个 k 边 形 
MM,…M， 使 得 它 的 边 MLM，, MaMa,… ,MkM, 分 别 与 线 
段 0,0s,0804,… ,On-_10; 相等 、 平行 且 方 向 相同 ， 那么 以 两 
种 浆 序 作 个 中 心 对 称 所 得 两 点 也 是 重合 的 (这 时 ， 在 这 两 
种 次 序 下 作 的 关于 01,0s,… ,Os 的 ni 个 中 心 对 称 之 和 都 是 距 
离 为 等 的 平移 ， 即 恒 同 变换 )。》 

15。 第 一 个 解法 。 假 设 此 题 已 解 出 ， 工 设 4 4… 4 是 
这 个 九 边 形 ， 它 的 各 边 中 点 是 Mi ,Ms,,… ,Ms (图 74(a)， 这 
里 取 n=9)。 任 取 斑 面 上 一 点 B,， 记 Bs 是 昌 , 经 过 关于 M, 点 
葛 中 心 对 称 得 到 的 点 ，Bs 又 是 B, 经 过 关于 M: 的 中 心 对 称 得 
到 的 点 …… 如 此 继续 ， 直 至 得 到 Bi。( 它 是 ,经 过 关于 M, 的 
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中 心 对 称 而 得 到 的 点 )。 在 线段 序列 A1B,, A,B,,AsB,,…， 
Ai Bi 中 ， 从 第 二 条 起 ， 每 一 条 都 是 前 一 条 经 过 一 个 中 心 对 
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称 而 变 得 ， 因 而 这 些 线段 互相 平行 ， 长 度 相 等 ， 并 且 相 邻 两 
条 方向 相反 。 于 是 4A;B: 和 AiBie 相等 、 平 行 ， 而 方向 相反 ， 
也 就 是 说 A 点 是 线段 BB 的 中 点 。 这样 我 们 就 能 找到 
4 了 ， 因为 从 任 一 点 B， 出 发 ， 总 能 找到 Bi 的 。 剩 下 的 项 点 
A ,43 ,As 可 以 用 关于 M1,M,,… ,Ms 的 一 系列 中 心 对 称 
来 求 出 。 

本 题 总 有 唯一 解 ， 但 是 ， 解 得 的 "地 有 形 并 不 一 定 是 站 地 
边 形 ， 甚至 它 的 各 边 还 可 能 相交 ， 

当 ? 是 偶数 时 ， 如 果 我 们 也 假定 已 解 出 ， 并 重复 上 面 的 
推 还 ， 就 将 看 到 线段 A,Bw+i 与 4B; 相等 、 平 行 且 有 相间 的 
方向 ， 也 就 是 说 它们 重合 。 因 此 ， 如 果 Ban+i 与 Bi 不 重合 
那么 本 题 无 解 ， 如 果 Ba41 与 Bi 重合 ， 则 不 管 A， 怎样 选取 ， 
故 1B， 总 是 与 ABs4i 重合 的 ， 因 而 在 这 种 情况 下 本 题 有 无 凑 : 
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多 个 解 ， 而 且 平 面 上 任 一 点 都 可 被 选 作为 顶点 4:， 

第 二 个 解法 。 所 求 7 边 形 的 顶点 4 ， 在 关于 Mi ,M:， 
,Ms 这 个 点 上 的 中 心 对 称 之 和 的 作用 下 还 是 变 到 自己 ， 
也 就 是 说 ， A, 是 这 + 个 中 心 对 称 之 和 的 不 动 点 ( 见 图 74(b)， 
那里 取 n=9)。 如 果 nn 是 偶数 ， 则 这 7n 个 中 心 对 称 之 和 是 一 
个 平移 《 见 13 题 (a) 的 解 ) 。 因 为 一 般 来 说 平移 没有 不 动 点 ， 
所 以 在 n 是 偶数 的 情形 本 题 一 般 无 解 ， 欠 有 当 这 7 个 中 心 对 
称 之 和 是 恒 同 变换 ( 即 距 离 为 震 的 平移 ) 时 才 有 例外 。 恒 同 变 
换 保 持平 面 上 每 一 点 不 动 ， 因 此 在 这 种 情况 下 本 题 有 无 穷 多 
个 解 ， 平 面 上 任何 一 点 都 可 取 作 顶 点 4 。 如 果 了 是 奇数 
《例如 2 =9)， 则 ”个 中 心 对 称 之 和 是 一 个 中 心 对 称 。 因 为 一 
个 中 心 对 称 恰好 有 一 个 不 动 点 ， 就 是 它 的 对 称 中 心 ， 所 以 ， 
所 求 九 边 形 的 顶点 4, 一 定 就 是 这 个 对 称 中 心 。 从 而 本 题 有 
唯一 解 。 

下 面 我 们 来 说 明 ， 如 何 找到 关于 Mi Ms … Ah, 的 九 个 
中 心 对 称 之 和 的 对 称 中 心 。 关 于 M, 和 加 的 中 心 对 称 之 和 是 
一 个 平移 ， 它 是 在 MaM: 方向 上 移动 距离 2MiM;， 关 于 Ms 
和 MM 的 中 心 对 称 之 和 是 在 MM, 方 向 上 移动 距离 2M,M .的 平 
移 ，…。 这 样 ， 前 和 八 个 中 心 对 称 之 和 就 等 于 四 个 平移 之 和 ， 
这 四 个 平移 的 方向 分 别 为 MMs( 或 MIN1), MsM( NN,)， 
MsMe( NIN,) ,M1Mel( 1 NsN)， 移 动 距 离 分 别 为 2MM:， 
C= MIN), 2MaM.C= NiN,), 2MsMe( = NsNs), 2MiM, 
《= NSND[ 图 74(b)]， 它 们 之 和 就 是 在 MN, 方向 上 移动 距 
离 为 MiN4 的 平移 。 这 个 平移 与 关于 Me 的 中 心 对 称 之 和 仍 是 
一 个 中 心 对 称 ， 其 对 称 中 心 就 是 所 要 找 的 4:。 要 求 出 4 只 


加 见 16 期 (b) 解 答 后 面 的 附注 ， 那 儿 讨 论 了 1,M2，…,M: 注 足 这 种 情况 
- 鸥 条 件 。 
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左 在 M。 处 作 线段 Ms4:， 使 它 平行 于 NM (方向 也 一 致 
一 一 中 谋 者)， 长 度 等 于 NMV2( 见 图 74(b)， 并 对 照 图 18) 。 
找到 4 后 ， 再 找 九 边 形 剩 下 的 那 八 个 项 点 就 没有 困难 了 。 

16,《a》 设 四 边 形 4BCD 各 边 的 中 点 分 别 为 M,N,P 和 @& 
[图 22Ca)]。 则 当 将 A 点 按照 M,N,P,Q@ 的 次 序 作 关于 它 
们 的 四 次 中 心 对 称 时 仍 回 到 4 点 。 但 是 ， 这 种 情形 上 只 在 关于 
M,N,P 了 P,Q 的 四 个 中 心 对称 之 和 是 恒 同 变换 时 才 会 发 生 。 
光一 方面 ， 这 四 个 中 心 对 称 之 和 恰好 等 于 两 个 平移 之 和 ， 这 
末 个 平移 的 方向 分 别 是 MN 和 P Q， 平 移 距 离 分 别 为 2MN 
和 2PQ。 这 样 ， 我 们 就 推出 MN 和 PQ 平行 、 长 度 相 等 且 方 
向 相反 ， 也 就 是 说 ， 四 边 形 MNPQ 是 一 个 平行 四 边 形 ， 

Cb》 和 (a) 中 一 样 ， 我 们 可 推出 分 别 以 MM,, MsM,， 
MsMse 为 方向 ， 以 2M,M,,2MsM ,2MsM 为 距离 的 三 个 平移 
之 和 是 一 个 便 同 变换 。 因 此 存在 一 个 三 角形 ， 它 的 边 分 别 盏 
行 上 MiMe MIM MeMe， 且 长 度 分 别 等 于 2MiMs ,2MasMe， 
2M,M。。 由 此 又 可 推出 存在 一 个 三 角形 ， 它 的 各 边 分 别 与 
线段 MM;, MM,, MoM 平行 且 相 等 。 

用 同样 的 方法 可 以 证 明 ， 存 在 一 个 三 角形 ， 它 的 三 边 分 
别 与 线段 MMs ,MM，,, MeM, 平行 且 相等 。 

附注 ， 利 用 16 题 (b) 的 解答 中 所 用 的 方法 ， 我 们 可 以 说 
和 类， 有 2n 个 点 M1, Mi,…, Msn 恰好 是 某 一 个 2n 边 形 的 各 边 中 
点 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 ? 边 形 ， 它 的 各 边 分 别 与 线段 
MiM MsM,,… ,Ms-1Ms 平行 工 且 长 谋 相 等 。 这 时 也 存在 
一 个 nn 边 形 ， 它 的 各 边 分 别 与 MsMs,MMs,… ,MonM, 平行 
且 长 首相 等 。 

17。 让 直线 L 绕 A 点 旋转 a 角 得 新 站 线 启 。 设 好 是 直线 . 
由 与 也 的 交点 (图 75)。 那 么 以 A 点 为 图 心 ， 并 且 过 放 点 的 区 
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就 是 本 题 的 一 个 解 ， 因 为 它 与 4 的 交点 M“ 绕 人 点 旋转 a 角 
得 到 M 点 (也 就 是 说 角 M' AM = a)， 

如 果 直 线 上 和 的 
两 个 夹 角 都 不 等 于 a， 
则 本 题 有 两 个 解 〈 对 应 
于 两 个 旋转 方向 )》。 当 
与 4 的 夹 角 中 有 一 个 
等 于 时 ， 本 题 或 者 只 . 
多 解 。 当 4 =90", Li 与 
4 垂直 时 ， 本 题 或 者 无 解 ， 或 者 有 无 穷 多 解 。 

18。 假设 此 题 已 解 出 ，ABC 就 为 所 求 作 的 三 角形 ， 它 
的 顶点 4 ,8B ,C 分 别 在 直线 站 ,ls 上 (图 76)， 把 直线 hs 绕 
4 点 在 呈 到 C 的 方向 上 旋转 60" 角 ， 于 是 日 点 变 到 CC 点 。 


图 76 


由 此 我 们 可 得 到 作 图 法 如 下 ， 在 直线 上 上任] 意 选 定 一 
点 4， 把 忆 绕 入 点 旋转 60" 角 得 !2， 则 直线 心 与 和 的 交点 
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就 是 所 求 三 角形 的 顶点 C。 因 为 可 在 两 个 方向 上 绕 4 点 旋 
转 60" 角 ,所 以 本 题 有 两 个 解 ,它们 是 两 个 互相 全 等 的 三 角形 。 
至 于 作 等 边 三 角形 , 使 它 的 三 顶点 分 别 在 给 定 的 三 个 同 
心 圆 上 的 问题 完 至 可 类 似 地 去 解 。 
附注 ， 如 果 我 们 在 直线 癌 上 选取 另 一 点 4 代替 4 点 ， 那 
么 所 得 等 边 三 角形 恰好 是 图 76 中 的 三 角形 经 过 在 4 方向 上 的 
一 个 平移 所 变 得 的 ， 平 移 的 下 离 为 44' 的 长 度 。 在 几何 学 
中 ， 我 们 是 对 它们 不 加 区 别 的 ( 见 前 言 )。 由 于 这 个 理由 ， 我 
们 大 不 考虑 本 题 的 解 对 于 LL 上 的 4 点 位 置 的 依赖 关系 。 如 果 
三 条 覃 线 L ,ls 和 4s 不 平行 ， 则 虽然 问题 也 可 完 双 同样 的 解决 ， 
但 是 在 这 种 情况 下 我 们 必须 认为 ， 对 于 直线 上 4 点 的 不 同 选 
择 ， 本 题 有 不 同 的 解 〈 因 为 所 得 等 边 三 角形 下 再 都 是 全 等 的 
了 )， 从 而 有 无 旁 多 个 解 ， 
与 此 完全 相同 ， 作 等 边 三 角形 ， 使 它 的 三 顶点 分 别 在 三 . 
个 同心 圆 5S1,Ss 和 Ss 上 的 问题 最 多 可 能 有 四 个 解 (4 点 在 圆 
S, 上 的 不 同 选 取 所 得 的 解 不 加 以 区 别 ， 因 为 宅 们 只 相差 一 个 
旋转 ， 其 旋转 中 心 就 是 三 个 圆 的 公共 圆心 )。 另 一 方面 ， 如 ; 
果 圆 Si,Ss 和 S's 不 是 同心 阅 ， 那么 本 题 将 有 无 穷 多 个 解 (4 
点 在 S1 上 的 不 同 选取 要 确定 不 同 的 解 )。 
19。 假设 弧 CD 已 经 找到 (图 77)。 将 线段 BD 绕 5 的 
同心 0 旋转 a 角 ， 得 新 线段 BC， 则 它 与 线段 4C 构成 的 角 
ACB’ = 0。 
这 样 ， 我 们 就 可 得 到 作 图 法 如 下， 将 日 点 绕 O 秀 转 6 
角 ， 得 B/ 点 。 过 4 点 与 8 点 作 圆 弧 ， 使 它 所 含 的 圆周 角 为 
a 《这 就 是 说 ， 若 C 是 圆 诉 上 任 喜 点 ， 则 ~ACB' = 四。 这 
贺 弧 与 圆 S 的 交点 就 是 C 点 。 
本 是 最 多 可 有 四 个 解 〈 圆 弧 与 圆 可 能 有 两 个 交点 ， 着 县 
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8 点 可 在 两 个 方向 上 绕 0 点 旋转 )。 


20。 假设 音 线 4 和 已 作出 (图 78》)。 将 加 Si 绕 4 点 旋 


圣 a 角 ， 得 新 闻 51， 那 么 贺 $。 和 |S ,就 在 直线 ls 上 截 下 等 长 


i, 


图 78 
:的 效 ， 于 是 本 题 就 被 化 成 8 题 的 (ce) 了 ， 这 就 是 说 求 作 直 线 
+， 使 其 过 和 点， 并 且 Ss 和 Si 在 上 上 堆 得 等 长 的 纺 。 作 出 


了 1 后， 再 将 它 绕 A4 点 旋转 a 角 就 得 到 直线 忆 和 户 就 
:是 本 题 的 解 。 
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本 题 最 多 可 有 四 个 解 (因为 5S; 可 在 两 个 方向 上 绕 和 A 点 族 
转 ， 也 就 是 有 两 种 途径 将 本 题 化 成 8 题 (c)， 而 8 题 (e) 本 身 
又 可 能 有 两 个 解 )。 

21。 第 一 个 解法 (对 照 15 题 的 第 一 个 解法 )。 假设 本 是 
已 解 出 ，A1A2… A。 是 所 求 的 7 边 形 ( 见 图 79， 那 里 4 =6)。 


图 79 
在 平面 上 任意 选取 一 点 B,。 规定 一 系列 旋转 如 下 ， 第 一 个 绕 
Mi 点 转角 ， 第 二 个 绕 M， 点 转 9s 角 ，…， 第 nn 个 绕 M， 点 
转 on 角 。 线 段 A1B, 被 第 一 个 旋转 变 到 线段 A,B,， 而 AsB， 
又 被 第 二 个 旋转 变 到 线 AB,, 办 最 后 ， 线段 AP 被 第 
n 个 旋转 变 到 线段 4,Bs+i。 所 有 这 些 线段 都 是 相等 的 ， 因 
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二 nm 边 形 的 顶点 4 到 了 点 和 了 n+l 点 是 等 距 的 (有 as 是 B， 
点 经 过 这 nn 个 旋转 而 变 得 的 点 )。 我 们 再 在 平面 上 取 第 二 点 
Ci， 照样 作 上 述 的 一 系列 旋转 ， 把 Ci 点 变 为 Cat 则 Ci 和 
Cn+l 又 是 与 4 等 距 的 。 于 是 ,7n 边 形 的 顶点 4; 就 可 找到 ， 
它 就 是 线段 B.Bwxi 的 中 垂 线 与 CiCsp 的 中 垂 线 的 交点 。 找 
到 4 点 后 ， 将 它 绕 Mi 点 旋转 01 角 就 得 到 As 点， 将 As 绕 
Ms 点 旋转 cs 角 就 得 到 4， 点， 如 此 继续 直至 得 到 全 部 7 个 
顶点 。 如 果 DiBw4+i 的 中 重 线 和 CiCn+i 的 中 牌 线 相交 (也 
蕨 是 BiB5ns4H 和 CCa+l 不 平行 )， 则 本 题 有 唯一 解 ， 如 果 那 
两 入 中 秋 线 平行 ， 但 是 不 重合 ， 则 本 题 就 无 解 ， 如 果 那 两 条 
中 蛋 线 是 重合 的 ， 则 本 题 有 无 穷 多 个 解 了 ， 

这 个 解法 解 得 的 多 边 形 不 一 定 是 凸 多 边 形 ， 其 至 它 的 备 
边 可 能 相交 ， 

第 二 个 解法 (对 照 15 题 的 第 二 个 解法 )。 顶 点 4A, 是 分 别 以 
Mi, M,,» ;Mr 为 中 心 ， 01, as ,0n 为 转角 的 n 和 
和 的 不 动 点 (这 些 旋 转 傅 次 变 41 为 4,, 变 A 为 4sw 用 变 A 为 
A,,…， 最 后 一 个 变 A。 为 41)。Wii n 个 转角 分 别 是 01 ,0。,，… 
arm 的 旋转 之 和 是 一 个 转角 等 于 

QI 十 Ga 十 十 2m 
的 旋转 ， 除 非 al + os + … +oan 是 360 "的 整数 倍 ， 当 ci+ os + 
“+ Gs 是 360" 的 整数 倍 时 ,这 + 个 旋转 之 和 为 一 个 千 移 全 
可 以 关 于 两 个 施 转 之 和 的 定理 失 出 )， 一 个 旋转 只 有 一 
动 点 即 它 的 旋转 中 心 。 因 此 ， 如 果 
. 二 an 


0 此 请 不 鸡 。 对 于 取 定 两 点 B1 和 Ci1， 线 段 BiBs+l 的 中 短线 与 ClCnrl 的 
中 秋 线 重合 时 可 能 无 解 ， 也 可 能 有 准 一 解 。 而 在 B1 = Be,1，C1= Carl 时 有 元 
等 多 解 。 一 一 中 主 者 
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不 是 360 "的 整数 倍 ， 则 4A; 点 是 分 别 以 Mi Ma Mn 为 中 
心 ， 以 mas ,Qn 为 转角 的 ni 个 旋转 之 和 ( 它 也 是 旋转 ) 的 
旋转 中 心 。 实 际 上 要 找 出 4; 点 ， 只 须 重复 应 用 正文 中 所 给 
出 的 找 两 个 旋转 之 和 的 中 心 的 方法 人 。 

一 个 不 移 (不 是 恒 同 ) 是 滩 有 不 动 点 的 。 因 此 如 果 

QI 十 0Qs 十 ， 二 On 

是 360 "的 整数 倍 ， 则 一 般 来 说 本 题 就 没有 解 。 然 而 ， 当 绕 
Mi,M,,… ,MM 的 转角 分 别 为 01 ,02,… on(Co + os+…+on 是 
360" 的 整数 倍 ) 的 n 个 旋转 之 和 是 恒 同 变换 时 ， 本 题 有 无 穷 
多 个 解 (平面 上 任意 一 点 可 选 作 顶点 4,)， 

于 是 ， 如 果 01 =as=… =anr=180"( 这 正 是 15 题 中 考虑 
的 情形 )， 则 当 叶 是 奇数 时 有 了 瞧 一 解 , 当 ?是 偶数 时 或 无 解 
或 有 无 穷 多 个 解 。 
”22。 (ay 规定 三 个 旋转 ， 它 们 的 转角 都 是 120"， 而 旋 
转 中 心 分 别 是 01,0,0s( 见 正文 中 图 31)， 第 一 个 旋转 把 A 变 
到 已 ， 第 二 个 把 妃 变 到 口 ， 第 三 个 把 C 变 到 4。 

于 是 ，4 是 这 三 个 旋转 之 和 的 不 动 点 。 但 是 ， 一 般 情况 
下 三 个 转角 为 120 "的 旋转 之 和 是 平移 ， 因 而 总 有 不 动 点 ， 从 
4 是 不 动 点 这 个 事实 我 们 就 推 知 ， 上 述 三 个 旋转 之 和 为 恒 同 
变换 ( 焉 离 为 需 的 平移 )。 前 两 个 旋转 之 和 是 一 个 转角 为 240” 
的 旋转 ， 它 的 中 心 是 下 列 两 条 直线 的 交点 ， 一 条 过 Oi 点 ， 男 
一 条 过 0 点， 且 每 条 直线 与 010。 都 夹 60" 角 。 记 O 〇 是 这 个 旋 
转 中 心 ; 则 三 角形 0,0,O 是 等 边 三 角形 。 这 个 族 转 与 中 心 为 
O:， 转 角 为 120" 的 旋转 之 和 是 便 同 变换 ， 于 是 O 与 0s 一 定 
重合 。 :因此 三 角形 0.0;0s 是 等 边 三 角形 ， 这 正 是 所 要 证 明 


Q@ 在 作 图 过 程 中 ， 也 可 能 需要 寻找 一 个 平移 与 一 个 施 转 之 和 〈 是 一 个 族 
转 ) 的 中 心 。 对 此 再 参考 30 页 或 45--46 页 上 的 内 容 。 
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的 ， 

用 同样 的 方法 可 以 说 明 ， 在 三 角形 48C 的 三 边 上 向 三 
角形 “了 内” 作 的 三 个 等 边 三 角形 的 中 心 01 ,0z,03 也 构成 等 
边 三 角形 (图 80) 

(b) 解法 类 似 于 (a)。 因为 
分 别 以 有 ,4 和 Ci 为 中 心 ， 以 
有，a 和 7 为 转角 (Ga+8+7y=: 
360 ") 的 三 个 旋转 之 和 以 A 点 为 
不 动 点 ， 所 以 这 三 个 旋转 之 和 为 
恒 同 变换 。 于 是 ， 以 B1,A1 为 中 
心 ，B ,a 为 转角 的 两 个 旋转 之 和 

(是 一 个 旋转 ) 的 中 心 必定 与 CL 
重合 。 也 就 是 说 ，C1 是 分 别 过 人 B 
各 A,， 且 与 直线 B,A, 来 角 分 别 为 6/2 和 94/2 的 两 条 直线 的 . 
交点 ， 由 此 可 推出 本 题 结 论 。 

用 同样 的 方法 可 以 说 明 ， 以 三 角形 4BC 的 各 边 为 底 边 ， 
分 别 以 ,8,y 为 顶 角 ， 且 朝 三 角形 4BC 内 部 一 侧 的 三 个 等 
壬 三 角形 的 顶点 41 ,B11 ,C1 所 构成 的 三 角形 的 三 个 角 分 别 为 
a/2,B/2 和 y/2. 

23。 依次 作 三 个 旋转 ， 它 们 的 转角 (在 同一 方向 上 ) 分 
别 为 60" ,60" 和 240"， 中 心 分 别 为 41,B, 和 M， 则 日 点 经 过 
这 三 个 旋转 仍 变 到 BB 点 ( 见 正文 中 图 32)， 寺 是 这 三 个 旋转 之 
和 为 恒 同 变换 ， 因 此 前 两 个 旋转 之 和 是 一 个 中 心 为 MM 点 的 施 
转 。 由 此 推出 本 题 和 的 结论 (对 照 22 题 的 解法 )。 

24。 《a》 规 定 四 个 旋转 , 中心 分 别 为 M,, M。, Ms 和 M,， 
转角 都 是 60"， 但 第 一 、 三 两 个 旋转 的 方向 与 第 二 、 四 两 个 
旋转 的 方向 相反 。 则 这 四 个 旋转 之 和 把 四 边 形 的 顶点 4 变 至 
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狠 身 〈 见 正文 中 图 33(a))》 。 但 是 ， 绕 Mi 和 MM; 的 两 个 旋转 
之 和 是 一 个 平移 ， 它 可 由 线段 Mi Mi 确定 ， 这 里 M1 是 等 边 
三 角形 MM 的 一 个 顶点 (MM = M:Mi，~MiM:M' = 
60"， 且 从 MaM 到 MM' 的 旋转 方向 与 从 MsB 到 MC 的 旋 
转 方向 相同 ， 见 图 81(a) 和 正文 中 的 图 28(b)) ,类似 地 ， 线 
M， 和 MM, 的 两 个 旋转 之 和 是 由 线段 Ms M' 确定 的 平移 ， 这 


加 81(a) 


理 Ma 与 M,M, -- 起 构成 等 边 三 角形 ( 且 从 Me AM 到 MM 
芍 旋 转 方向 与 从 MD 到 M44 的 旋转 方向 是 相同 的 ) 。 于 是 ， 
分 别 由 Mi 和 M.- 所 确定 的 两 个 平移 之 和 把 4 点 变 到 自 
已 。 而 两 个 平移 之 和 仍 为 一 个 平移 ， 它 有 一 个 不 动 点 ， 则 就 
一 定 是 恒 等 变换 了 。 由 此 可 见 ， 线 段 MM 和 MM 一 定 相 
等 、 平 行 且 方向 相反 。 这 样 ， 在 等 边 三 角形 MiM:M 和 
MsM4M: 之 间 ， 满 足 
MM = MsM', MaM 1 MM 

-并 且 MA 和 MsM: 方 向 相反 。 这 时 就 有 MiM: 和 MsM, 相 
等 、 平 行 且 方向 相反 。 由 此 推 知 ， 四 边 形 MMMsM, 是 一 
-个 平行 四 边 形 [ 见 图 81(a)]。 

(b) 分 别 绕 Mi, M，,Ms 和 Me 转 90"， 这 样 四 个 旋转 之 
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和 显然 把 四 边 形 的 项 点 4 变 到 自身 。 由 此 可 推出 ， 这 四 个 旋 : 

转 之 和 为 恒 同 变换 (对 照 (a) 的 解 )。 但 是 ， 绕 Mi 和 M, 的 两 

个 旋转 之 和 是 关于 某 一 点 0 的 中 心 对 称 ， 这 里 的 01 点 与 

AM 和 NM， 一 起 构成 等 腰 直 角 三 角形 〈 因 为 
LOMiM;: = LOM,M,= 45"; 

对 照 图 81(b) 和 正文 中 的 图 28(a))。 类 似 地 ， 绕 Ms 和 MM 的 : 

两 个 旋转 之 和 是 关于 Os 点 的 中 心 对 称 ，0; 点 与 Ms 和 M, 一 . 


图 81(b) 


起 构成 等 腰 直 角 三 角形 。 由 于 关于 0; 和 0; 的 中 心 对 称 之 和 
为 恒 同 变换 ， 容 易 由 此 推出 0, 和 0。 是 重合 的 ， 从 而 三 角形 
O,M,M, 绕 0，( 即 0,) 旋转 90" 邯 得 到 三 角形 OMiMs:， 于 
是 线段 MiAMs 与 MsAM4 相等 且 互 相 垂 站， 

(ce) 根据 上 面 已 证 明 的 事实 〈 见 〈b) 的 解 ) ， 四 边 形 
MM,MsM, 的 对 角 线 MiMs: 和 MM 相等 大 且 互相 垂直 
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另外 ， 由 于 平行 四 边 形 4BCZ 的 对 角 线 的 交点 0 是 此 平行 四 
边 形 的 对 称 中 心 ， 它 也 是 整个 图 形 81(e) 的 对 称 中 心 ， 特 别 
地 ， 它 也 是 四 边 形 Mi 训 ,MM 的 对 称 中 心 (因此 这 个 四 边 形 
是 平行 四 边 形 ， 因 为 具有 对 称 中 心 的 四 边 形 一 定 是 平行 四 边 
形 )。 而 对 角 线 互相 垂直 且 相 等 的 平行 四 边 形 一 定 是 正方 形 。 

用 同样 的 方法 可 以 证 明 ， 在 一 个 平行 四 边 形 各 边 上 向 平 
行 四 边 形 的 内 部 作 的 四 个 正方 形 的 中 心 也 构成 一 个 正方 形 
[图 81(d)]。 i 上 
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第 二 齐 对 称 


25。(a) 假设 X 点 已 找到 ， 它 满足 
LAXM = LBXN 
工 图 82(a)]。 设 B' 点 是 8 点 在 直线 MN 上 的 反射 象 ， 则 
LB’XN= /BXN= /AXM, 
这 就 是 说 A, 针 ,8B' 这 三 点 共 线 。 由 此 推出 ， 区 是 直线 MA 和 
AB' 的 交点 。 
《b》 假 设 关 点 已 找到 。 又 设 S 是 圆 S: 在 直线 MN 上 . 
的 反射 象 [图 82(b7]。 
如 果 XA,XB 和 XB” 是 从 X 点 向 国 SSs 和 84 作 的 
切线 ， 则 | 
LB’XN= /BXN= /AXM, 
这 就 是 说 4A, 半 和 B” 这 三 点 共 线 。 因 此 半 是 圆 3 和 Ss 的 ; 
公 导线 4B' 与 直线 MN 的 交点 ,本题 最 多 可 能 有 四 个 解 ( 因 : 
为 两 个 贺 最 多 有 四 条 公 切 线 )。 
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(e) 第 一 个 解法 。 假 设 关 点 已 找到 。 又 没 B 点 是 8B 点 
在 直线 MN 上 的 反射 象 ， 井 设 XC 是 线 耻 4X 在 XX 一 端的 
延长 线 [ 图 83(a)]。 则 


LCXN=2ZBXN =2/B’XN, 
因此 射线 XB’ 是 角 NXC 的 分 角 线 。 于 是 直线 AXC 与 加 5 
相 切 ， 这 里 S 是 以 8 为 圆心 ， 并 与 MN 相 切 的 圆 ， 这 样 ， 
和 就 是 加 的 过 4 点 的 切线 与 直线 MN 的 交点 。 

第 二 个 解法 .还 是 假定 羡 点 已 经 找到 . 设 A' 点 是 A 点 在 
直线 B'X 上 的 反射 象 (8” 点 仍 是 日 点 在 直线 MN 上 的 反射 
象 )。B'X 平 分 角 AXM， 因 此 A 在 直线 XM 上 , 并且 
B'A= BA'[ 图 83(b)]。 这 样 ， A’ 点 就 是 以 B' 点 为 圆心 ， 以 
B' A 为 全 径 的 圆 与 MN 的 一 个 交点 ,从 而 它 可 求 得 。 然 后 ， 
过 点 作 直 线 AA’ 的 垂 线 ， 它 与 MN 的 交点 就 是 半点 ， 

26。(a》 假设 三 角形 4BC 已 经 作出 ， 使 i 平分 角 B， 
ba 平分 角 C[ 图 84(a)]， 于 是 ,直线 B4 和 BC 互 为 在 昔 线 ls 上 
移 反 射 象 ， 丁 线 BC 和 AC 互 为 在 直线 is 上 的 反射 象 ， 因 此 
4 点 分 别 在 直线 呈 和 1a 上 的 反射 象 4 和 A* 都 在 直线 BC 
上 , 

由 此 我 们 得 到 作 图 法 如 下 ， 求 出 4 点 在 直线 和 is 上 
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的 反射 象 A 点 和 A? 点 。 直 线 A A 与 直线 15,ls 的 交点 就 : 
是 顶点 B,C。 
如 果 直 线 ” ”is 垂 殖 ， 则 直线 4A’ 47 经 过 上,lsa,4s 的 公 

共 交 点 ， 本 题 就 无 解 。 如 果 户 和 直 于 (或 1;))， 则 A’ 42 平 
行 于 i 或 l;))， 本 题 也 无 解 。 在 三 条 给 定 直 线 互相 都 不 羽 直 
的 和 情形， 本题 有 队 一 解 。 然 而 ， 只 有 当红,lz,ls 中 每 一 条 都 
包含 在 另 两 条 记 夹 的 钝 角 电 时， ,1s,1s 才能 分 别 是 三 角形 
ABC 的 三 个 内 角 的 分 角 线 。 例 如 ， 若 4 包含 在 ls 和 i 所 夹 
的 锐角 中 ， 则 5 和 0 平分 三 角形 的 外 角 [ 图 84(b)]。 请 读 老 - 


自己 去 证 明 这 个 结论 。 

(b) 在 这 三 条 直线 中 的 一 条 上 任 取 一 点 4 ， 挂 作 三角 
形 4'B’C'， 使 得 直线 ,ls,ls 恰好 是 它 的 三 个 内 角 的 分 角 
线 [ 见 (a? 的 解 ]。 作 圆 的 三 条 切线 ， 使 它们 分 别 平行 于 三 鳃 
形 4 8/ C" 的 三 条 边 ( 图 85)， 则 这 三 条 切线 所 夹 成 的 三 角 
形 就 是 本 题 的 解 。 如 果 三 条 直线 ,l,ls 中 的 每 一 条 都 包含 
在 另外 两 条 所 夹 的 钙 角 中 ， 则 本 题 有 唯一 解 ， 如 果 它 们 中 有 
-条 包含 在 另外 两 条 所 夹 的 锐角 中 ， 那 么 圆 8 将 是 所 作 三 角 
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形 的 一 个 讨 切 圆 ， 或 叫 外 圆 。 

(ec) 假设 三 角形 4BC 已 作出 (图 86)。 由 于 4 点 是 电 点 - 
在 直线 i。 上 的 反射 象 ， 覃 线 BC 在 l 上 的 反射 象 一 定 经 过 4 
点 ; 又 由 于 人 点 是 C 点 在 直线 !s 上 的 反射 象 ,直线 BC 在 5 上 上 . 
的 反射 象 也 一 定 经 过 4 点 。 


于 是 我 们 得 到 作 图 法 如 下 ， 过 A 点 作 站 线 m， 使 它 翟 
直 于 4， 然后 作 配 绪 m 在 1 和!s 上 的 反射 象 m 和 my。m/ 
和 wm? 的 交点 就 是 所 求 三 角形 的 顶点 4A， 硕 点 B 和 0 分别 是 

六 在 忆 和 如 上 的 反射 象 (图 86)。 

如 果 直 线 1 与 1 是 垂 惠 的 ， 都 么 或 者 妇 在 l 和 ts 上 的 
反射 象 m” 和 my 是 平行 的 ( 当 4, 点 与 三 韦 线 li,lz,ls 的 变 
点 0 不 重合 时 ); 或 者 它们 是 章 合 的 ( 当 4 与 0 重合 时 )。 在 
第 一 种 情形 ， 本 题 无 解 ， 在 第 二 种 情形 ， 解 不 瞧 一 。 如 果 
4 与 不 垂直 ， 则 解 是 唯一 的 ， 

27。(a) 假设 本 题 已 解 出 。 过 顶点 C 作 平 行 于 4B 的 直 
线 MN, 设 B' 点 是 B 点 在 MN 上 的 反射 象 ( 图 87)。 又 设 此 
三 角形 的 与 底 边 AB 相 邻 的 两 个 角 分 别 等 于 和 有 (我们 设 
o>P)， 则 
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LACN=180°~a, BCN=DCN=H; 
LACB’ = (180" -0) +h=180" -C0—-Bb)=180° -y, 
| 于 是 我 们 得 到 作 图 

法 如 下 ， 作 线段 AB= 
a ， 作 平行 干 48 的 下 
线 MN， 使 它 到 4AB 的 
距 府 为 h,。 设 8 点 是 
日 点 在 直线 MN 上 的 反 
射 象 。 在 线 跋 48 上 作 
弧 ， 使 它 所 含 圆周 角 为 
180" -y。 这 条 弧 与 直线 MN 的 交点 就 是 所 求 三 角形 的 第 三 
个 顶点 C 。 本 题 有 孜 一 解 。 

《b) 假设 本 题 已 解 出 。 如 同 (a) 的 解法 中 那样 作 直 线 MAN 
和 了 点 (图 87)。 

由 于 


LACB’ =180" -y, 


我 们 能 作出 三 角形 A4CB’'( 它 的 商 边 4C 和 CB'(=CB) 已 
知 ， 夹 角 为 180" -7)。 而 MN 与 这 个 三 角形 的 4B’ 边 上 的 
中 线 CD 是 重合 的 (因为 MN 平行 于 三 角形 4BB' 的 4B 边 ， 
且 过 另 一 边 B88 的 中 点 ， 所 以 它 也 过 AB’ 的 中 点 D)、 于 
是 了 点 也 能 找到 ， 它 是 3/ 点 在 直线 MN 上 的 反射 象 。 本题 
有 叭 一 解 。 

28。 假 设 本 题 已 解 出 ， 并 设 8′ 点 是 已 点 在 站 线 OM 上 
的 反射 象 ( 图 8827， 我 们 有 

LB’'XA=/B'XB+ /YXZ, 
但 是 
LB’XB=2/0XZ=2(AXZY -一 MON) 
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(因为 ZXZY 是 三 角形 X02 的 一 个 外 角 )。 于 是 
LB'XA=2LXZY -2AMON+ AYXZ 
= LAXZY + LXYZ+ /YXZ -2/MON 
=180° -2LMON, 
因此 LB'XA 是 已 知 
的 。 于 是 半点 可 这 样 来 
找 : 作 立 在 线段 4B/ 
上 的 铂 ， 使 它 所 含 圆周 
角 为 180' -2 MON， 
此 又 与 射线 OM 的 交点 
即 尖 点 。 本题 有 唯一 
解 。 
29。(a) 假设 四 边 
形 4BCD 已 作出 ， 设 8 点 是 8 点 在 对 角 线 AC 上 的 反射 但 
(图 89)。 因 为 人 人 BAC = LDAC， 所 以 有 在 直线 AD 上 。 
于 是 三 角形 B'DC 的 三 条 边 都 是 已 知 的 : 
DC, BC=BC, DB’ =AD-AB’=AD-AB. 


# 


A B’ D 
图 89 
先 作 这 个 三 角形 ， 再 找 出 A 点 (利用 AD 已 知 ), 然后 求 B' 战 
在 直线 AC 上 的 反射 象 ， 它 就 是 顶点 B。 如果 AD 寺 A8， 
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则 本 题 有 唯一 解 ， 如 果 AD = 43， 而 GD 二 CB， 刘 本 题 无 
解 如 果 AD =4B8， 且 CD=CB， 则 本 题 有 不 止 二 个 解 ， 

(hb) 假设 本 题 已 解 出 (图 90)。 设 三 角形 4DC, 是 二 和 角 
形 ,4PC 在 直线 4C 上 的 反射 象 ( 日 点 是 这 四 边 形 的 内 切 圆 的 
蜗 心 ) .显然 D, 点 在 直线 AB 上 ， 且 DC, 边 与 四 边 形 ABCD 
的 内 切 网 相 切 。. 

”由 此 我 们 得 到 作 图 
法 如 下 任 取 一 条 直 
线 ， 在 其 土 作 线段 AB 
和 AD， = .AD, 此 处 由 于 
知 一 ABC 和 一 ADiC， 
等 于 一 4DC, 故 能 作 间 
线 BC 和 DiCi:( 最 然 我 
们 还 不 知道 C 点 和 G1 点 
的 位 置 )。 于 是 ;我 们 就 

本 ”能 作出 肉 切 加 了 ， 因 为 
它 与 十 线 4B ,BC 得 DiC; 都 相 切 ， 然 后 ， 作 线 段 4P 和 下 
线 DiC: 在 直线 40 上 的 反射 象 ， 就 得 到 四 边 形 的 边 AD 和 
和 直线 DC， 直线 BC 与 DC 的 交点 就 是 顶点 C，。 

如 果 过 ADC 隆 一 ABC , 则 本 题 有 了 瞧 一 解 ， 如 果 一 4BC = 
ADC， 而 AB 短 4D， 则 本 题 无 解 ， 如 果 人 ABC = 人 ADC 
且 4 有 = 4DP， 则 本 题 有 不 止 一 个 解 。 

30。(a) 假设 本 题 已 解 出 ， 也 就 是 说 在 直线 人 ,2,*… ,i 
上 已 找到 点 XX,,X。，,… ,Xs。， 使 得 

AXIX, XB 
是 台球 所 走 的 路 线 (图 91 中 表示 了 n=3 的 情形 )。 设 B， 是 
吕 点 在 直线 1s 上 的 反射 象 ， 则 容易 看 出 羡 。 点 是 查 线 ls 与 
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直线 XiB， 的 交点 [看 25 题 (a) 的 解 ]， 也 就 是 说 Bs , 关 n,… 
Xn-! 三 点 共 线 。 同 样 ， 车 设 Du- 是 Bs 在 注 线 14-1 上 的 反 
射 象 ，B._s 是 Bs 在 直线 1a。 上 的 反射 象 …， 则 XX,-_: 是 站 
线 1n-1 与 下 线 Xs_sBnwi 四 
的 交点 , 兴 n-s 是 所 ~: 与 
直线 X%s-sB。 :的 交点 

这 样 我 们 就 有 下 面 
约 作 图 法 , 在 ls 上 反射 
日 点 得 Bs 点 ， 又 在 ls 
上 反射 Bt 点 得 Bn-_i 点 ， 
加 此 作 下 去 ， 最 后 在 
上 反射 B 点 得 到 了 
点 。 于 是 ， 直 线 忆 和 站 
线 4AB, 的 交点 就 是 Xi, 点 ， 而 它 决定 了 在 4 点 处 的 如 球 被 击 
出 时 应 有 的 方向 。 利 用 Xi 和 B, ,Bs,… ,B， 容易 找到 点 Xs， 
入 

Cb) 了 按照 (a) 的 解法 中 所 用 方法 ， 我 们 先 求 出 4 点 在 
4, 上 的 反射 象 44， 然 后 求 出 A 在 ts 上 的 反射 象 hs， 再 求 出 
4s 在 上 的 反射 象 4s， 最 后 求 出 4 在 上 的 反射 象 A1( 见 
图 92)。 容 易 证 明 ， 相 继 作 在 ,上 的 反射 和 在 如 上 的 反射 等 
价 于 一 个 关于 1 与 4 的 交点 RR 的 中 心 对 称 @。 同 样 地 ， 在 夫 
和 五 上 的 反射 之 和 是 关于 书 点 的 中 心 对 称 。 于 是 ， 四 个 反射 
之 和 等 同 于 关于 及 点 与 已 点 的 两 个 中 心 对 称 之 和 。 但 是 我 们 
知道 (参看 图 17)， 这 样 两 个 中 心 对 称 之 和 等 于 在 RP 方向 


加 这 个 解法 不 是 原著 中 的 解法 ， 是 英 评 者 给 出 的 。 
国 见 48 页 。 一 一 英 译 者 
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上 上、 距离 为 2RP 的 一 个 平移 。 

这 样 ， 线 段 AAh, 平行 于 对 角 线 RP 等 于 ，RP 并 且 的 两 
人 情 。 再 通过 对 夹 角 的 考虑 ,我 们 容易 看 出 , 4 点 所 走 的 路 径 
AXIX3XX 妇 是 一 个 古 行 四 边 形 (对 边 平行 )， 它 的 边 分 吕 
平行 于 两 条 对 角 线 。 因 此 ， 如 果 人 台球 回 到 A 点 时 仍 不 停止 ， 
就 将 按 原来 的 路 径 再 走 第 二 次 。 


最 后 ， 从 图 中 可 看 出 ， 上 述 道 路 的 长 度 等 于 AA,， 也 就 
混 一 条 对 角 线 长 诬 的 两 倍 。 

31。(a) 假 设 本 题 已 解 出 。 以 A 点 为 图 心 ， a 为 咎 径 作 
泗 51,， 又 以 针 点 为 加 心 ，XB 为 中 径 作 圆 S:[ 图 93(a)]。 
: 然 这 两 个 圆 相 切 , 且 切 点 在 直线 4X 上 。 由 于 圆 5 过 8 点 ， 
它 也 一 定 过 已 点 在 ! 上 的 反射 象 上 点， 于是， 本 题 就 化 好 
下 面 的 问题 ， 过 两 个 已 知 点 8B 和 8 ， 求 作 一 圆 S$， 使 它 与 
: 给 定 加 5S 相 团 。 这 就 是 第 二 册 的 13 题 (b)。 贺 $1 的 中 心 XX 
就 是 所 求 点 ， 本 题 最 多 有 两 个 解 ， 也 可 能 只 有 一 个 解 ， 或 者 
无 解 。 
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(b) 假设 本 题 已 解 出 ， 并 设 Si 是 以 4 点 为 圆心 ， 4 为 
牛 径 的 贺 ,S: 是 以 半点 为 圆心 ，BX 为 中 径 的 圆 [图 93(b)]。 
则 这 两 个 圆 相 切 于 直线 4X 上 的 一 点 。 又 5s 一定 经 过 B 点 
在 1 上 的 反射 象 B' 点. 因此 本 题 也 可 化 归 第 二 册 13 题 (b)。 
本 题 最 多 有 两 个 解 。 


(a) by 


32。(a) 设 H, 是 日 在 发 G 上 的 反射 象 ，P,Q,R 为 三 条 
高 的 垂 趾 (图 94) 。 则 我 们 有 
ZBHIC= LBHC 
(因为 人 BH,C 二 和 BHC)。 但 是 
ZBHC = /RHO, 
而 
RHQO+ /RAQ=180°, 
-因此 
LBHC+ /BAC=180°, 
油 此 可 推出 刀 : 在 三 角形 ABC 的 外 接 圆 上 。 同样 可 证 ， 厂 在 
痛 且 和 4C 上 的 反射 象 也 在 外 接 圆 上 。 
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在 它 的 外 接 图 上 [ 见 人 a?]。 由 于 
LBRC= /BQC(=90°) 

而 且 LBHR= LCHQ， 可 以 推出 
ZRBH =ZQCH, 
因此 弧 AH， 与 AH, 相等 。 类 似 
地 可 说 明 , 弧 BH 与 BHs 相等 ， 
弧 CH 与 CH 相等 .由 此 可 知 ， 
三 角形 的 三 个 顶点 4,B,C 分 别 
是 弧 HsH,, HsH,, HH2( 过 H,, 
加 人 H,, Hs 的 圆 十 的 弧 ) 的 中 点 。 如 
果 如 ,有 ,Ba 不 共 线 ， 本 题 有 唯 


一 解 ， 共 线 时 本 题 无 解 。 

33。(a) 以 三 角形 A,As4, 为 例 ， 显 然 有 

AALAAs, AAslAMAs. AAsLAsA,, 
即 A144,A14,A1As 是 它 的 三 条 高 ， 它 们 交 于 4: 点 。 

Cb》 设 A' 是 4, 在 直线 AshAs 上 的 反射 象 (图 95). 则 A。 
在 三 角形 A.A;4, 的 外 接 圆 S, 上 [参见 32 题 (a)]。 因此 ， 三 
角形 4,4s44 的 外 接 贺 也 就 是 Si 由 此 推出 ， 三 角形 A,AsA。 
的 外 接 贺 5S, 与 5, 是 至 等 的 (Si 与 5S, 互 为 在 直 线 A,h4， 上 的 
反射 象 ) ,用 类 伏 的 方法 可 以 说 明 ， 圆 S: 和 SSs 也 都 与 34 全 
等 。 

(ce》 首先 我 们 注意 ， 三 角形 A1AsAs,A1AsA,, AlAsA,， 
A。AsA, 中 至 少 有 一 个 为 锐角 三 角形 @ 。 事 实 上 ， 如 果 三 角 
形 AshsA, 在 4, 处 的 角 为 钝 角 ， 那 么 4:4s4, 是 锐角 三 角形 

《A, 是 三 角形 4s4s4; 的 三 心 )， 我 们 不 妨 假设 人,4s4s 是 锐 
GO 价 好 有 一 个 是 锁 角 三 角形 。 一 中 评 者 
104 


角 三 角形 ， 从 而 4 在 它 的 内 部 。 | 
考察 四 边 形 A1A40.0,， 这 里 O 点 和 0 点 分 别 是 S 和 

5S 的 圆心 ， 因 为 $1 和 56 互 为 在 直线 4:4s 上 的 反射 象 [参见 
图 95 和 (b) 的 解法 ]， 所 以 Oi 和 O04 也 互 为 在 直 线 4:4s 上 的 
反射 象 ， 从 而 Q104 上 A,A4，。 在 四 边 形 41h4O1Os 中 ， 我 们 就 
有 . . | 1 

O00L1AA， 和 04=OA= 尺 . 

(这 里 RR 是 圆 51,56,Ss,34 的 中 径 )。 于 是 *。 这 个 四 边 形 喜 
是 平行 四 边 形 ， 或 是 等 腰 梯 形 。 但 是 00 边 的 垂直 下 分 线 
424; 与 线段 4i4 并 不 相交 ， 因 此 它 不 可 能 是 等 腰 梯 形 。 这 
就 推出 AiA010, 是 一 个 平行 四 边 形 ， 它 的 对 角 线 4:0， 和 
AO, 的 交点 O 是 它们 的 中 点 。 用 同样 方法 可 证 ，O 〇 点 还 .是 
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线段 A20， 和 4s0s 的 中 点 。 

34。(a) 设 0/ 点 是 圆 $ 的 圆心 0 点 在 直线 4*4s 上 的 
上 . 射 象 〈 图 96)。 则 四 边 形 00' HA 和 00’'HiA, 都 是 平行 
四 边 形 [参见 33 题 (c) 的 解 ]。 因 此 

A.H, = O00’ = AH,, AH, f O00’ § hlH', 

从 而 和 HsHiA。 是 一 个 平行 四 边 形 。 由 此 推出 ,线段 A1H, 和 
4, 可。 有 同一 个 中 点 旦 。 类 似 地 可 以 证 明 , 日 点 也 是 线段 
AH, 和 A,H, 的 中 点 。 

Ch》 以 妨 ,4,,H, 和 H。 这 四 点 为 何 。 对 照 图 96 和 图 95， 
我 们 可 省 到 ，H, 在 圆 S' 上 ， 这 里 5′ 是 圆 S 在 直线 4,4 上 
的 反射 象 ，H, 也 在 S' 上。 这样 4.,4: ,有 和 吾 , 都 在 圆 S' 
土 ， 而 S 与 5 是 至 等 的 。 对 其 它 和 名 点 组 可 类 似 地 证 明 。 

835。 首先 ， 多 边 形 M 的 任何 两 条 对 称 轴 AB 和 CD 的 交 
点 一 定 在 对 的 内 部 ， 因 为 否则 它们 喜 不 可 能 都 把 图 形 分 成 相 
等 的 两 部 分 [图 97《a)]。 现 在 我 们 来 说 明 ， 如 果 还 存 在 第 三 
条 对 称 轴 EF， 则 它 也 一 定 通 过 AB 与 CD 的 交点 。 假 定 不 
是 这 样 ， 那 么 AB,CD ,EF 这 三 条 对 称 辅 将 夹 出 一 个 三 角形 
PQR[ 图 97(b)]。 取 这 三 角形 的 一 个 内 点 M。 容 易 看 出 ， 对 
于 平面 上 任何 一 点 ， 在 这 三 条 对 称 辅 中 亚 少 有 一 条 使 得 此 点 
与 M 点 在 它 的 同一 侧 。 在 多 边 形 的 诸 顶 点 中 选取 一 点 ， 使 它 
到 MM 点 的 距离 最 大 (如 果 这 样 的 顶点 不 止 一 个 ,就任 选 一 个 》， 
记 作 T。 不 妨 设 T 和 MM 在 对 称 轴 4B 的 同 侧 。 设 T 是 人 在 
AB 上 的 反射 象 (T, 也 一 定 是 多 边 形 的 顶点 )， 那 么 必定 有 
MT > MT( 因 为 MT 在 77 上 的 投影 大 于 AM 在 TI 上 的 
投影 ， 见 图 97(b))。 产 生 了 矛盾 。 论 证 完毕 。 

〈 用 类似 的 方法 可 以 说 明 ,任何 有 界 贺 形 (不 必 为 多 边 形 ) 
洲 有 几 条 对 称 轴 ， 则 它们 必定 交 于 一 点 。 但 是 ， 对 于 无 界 的 
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图 珍 就 不 对 了 。 例 如 ， 由 两 条 平行 直线 和 纪 所 夹 的 带子 
有 无 帘 多 条 对 称 轴 ， 它 们 互相 平行 ,都 生 直 于 查 线 4 和 [2)， 

注 : 本 题 的 结论 从 力学 上 来 考虑 是 明显 的 ， 一 个 厚 藩 均 
匀 的 多 边 形 的 物体 如 果 有 对 称 轴 ， 那 么 它 的 重心 就 一 定 在 对 
称 轴 上 。 这 样 ， 如 果 它 有 几 条 对 称 轴 ， 则 它们 一 定 都 经 过 重 


36。 因 为 线段 XY 长 讼 为 定 值 a ,所 以 我 们 只 要 了 到 XY ， 
使 AX+BY 达到 最 小 。 假设 XY 已 找到 。 一 个 辅 为 ! ， 距 : 
离 为 a 的 滑动 反射 将 已 点 变 到 8 点 ， 将 工 点 变 到 X 点 《图 ; 
98)， 因 此 BY = 昌 X， 从 而 

AX+BY = AX+B’X, 
于 是 ， 本 题 移 要 求 就 是 让 折线 AXB 的 长 度 达 到 最小， 时 
此 可 知 ，X 是 4B' 与 1 的 交点 ， 

87，(a) 假设 四 边 形 48CD 已 作出 。 设 以 直线 DC 关 

贺 ，DC 长 度 为 距离 的 沸 动 反射 把 A 点 变 到 4 点 《图 99) , 峙 
ZA'CD= /ADK 
《DK 是 CD 边 的 在 DD 一方 的 延长 线 )， 因 为 如 果 设 A， 点 是 : 
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4 点 在 直线 上 上 的 反射 象 ， 则 
LMCD= /ADK= /ADK, 
但 是 | 
l LADK =180° ~ /AD=180°~/C, 
因此 和 A’CD =180° -LC， 也 就 是 说 A'CB 是 直线 。 于 是 
A'B=A’C+CB=AD+CB 
是 已 知 的 ， 又 4 点 到 CD 的 距离 4 也 是 已 知 的 。 


这 样 ， 我 们 得 到 作 图 法 如 下 ， 

任 作 一 条 着 线 ! ， 并 取 一 点 4A， 使 它 到 1 的 距 冤 等 干 
d 。 设 以 1 为 轴 ，CD 为 距离 的 滑动 反射 把 人 点 变 到 A/ 点 。 
于 是 日 点 到 和 4 点 的 距离 4B 和 8B 点 到 A’ 点 的 距离 

. A’B =AD+BC 
都 已 知 ， 因 此 了 点 可 作出 。 而 顶点 C 是 线段 4B 与 直线 ! 
的 交点 ， 忆 点 在 ! 上 ， 并 且 距 离 CD 已 知 ， 因此 也 可 找到 ， 
本 题 可 能 有 两 个 解 ， 一 个 解 或 无 解 。 

(b) 作 线 段 4 日 ， 分 别 以 4 点 筷 点 为 圆心 ， 心 和 de 为 
牛 径 作 两 个 加 ， 作 它们 的 公 切 线 1 (图 100)。 我 们 只 用 再 在 
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1 上 作 线段 DC， 使 AD+ BC 恰 为 给 定 的 值 [参见 31 题 的 
(a)]. 
假设 品 点 和 C 点 已 经 找到 ， 设 在 直线 ! 的 方向 上 ， 距 宫 
为 DC 的 平移 把 A 点 变 到 A’ 点 ，Av 点 又 是 4/ 点 在 1 上 的 
反射 俏 。 显 然 ， 圆 心 为 C 点 ， 中 径 为 AD 的 圆 经 过 4’ 点 和 
4/ 点 (4C= ArC = AD)， 并且 它 与 贺 心 为 点， 个 径 为 
BC+CAr=BC+AD 

的 圆 8 相 切 。 而 加 SS 是 可 由 已 知 条 件 作出 ， 这 样 ， 只 须 下 作 
一 个 贺 ， 使 它 过 A' 点 和 4y 点， 并 与 S 相 切 [ 见 第 二 册 13 题 
Cb)]， 它 的 圆心 就 是 C 点 ， 


图 100 


38。 第 一 个 解法 。 很 明显 ， 在 一 光线 射 向 一 个 镜面 时 ， 
只 有 当 入 射线 委 直 于 镜面 的 时 候 ， 反 射线 才 会 怡 好 与 和 射线 
反 向 .下 面 我 们 情 定 光线 不 是 垂直 地 射 向 角 的 一 条 边 .首先 ， 
我 们 考虑 下 面 的 情形 ， 光 线 MN 在 角 ABC 的 边 上 反射 两 克 
后 ， 沿 着 与 MN 方向 相反 的 路 线 PQ 反射 出 去 [图 101(#)]。 
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这 时 ， 我 们 有 
LPNB+ /NPB =180"~ /NBP =180° ~a, 
2(180" -a)=2APNB +2NPB 
= LANM+ LPNB+ ANPB + /CPQ 
=180" -一 MNP+180" -一 NPO 
=360"-(MNP+ ~NPO)， 
沽 为 射线 MN 和 PQ 平行 ， 且 方向 相反 ， 所 以 
LMNP+ ANPQ=180°. 
于 是 
2(180 " 一 0) =360" -180"， 而 0=90"。 
反 过 来 ,如 果 4=90°, 则 MNP+ 人 QPN =180"， 就 是 
说 射线 PQ 的 方向 与 MN 的 方向 相反 。 


图 101 


其 次 ， 我 们 考虑 进入 光 线 在 角 的 边 上 反射 四 式 后 再 在 与 
进 大 光线 相反 的 方向 上 离 去 的 情形 ( 见 图 101(b)，MAN 和 RS 
分 别 是 射 进 和 离 去 的 路 线 。 如 果 要 使 进入 光线 恰好 经 三 次 反 
射 后 在 相反 方向 离 去 ， 那 么 光线 必须 垂直 地 射 疝 第 .二 条 角 
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边 。 这 种 情况 当然 不 可 能 对 每 条 渤 大 光线 都 发 生 ， 事 实 上 对 
每 个 a 值 ， 仅 仅 有 一 个 方向 上 的 进 和 光线 发 生 这 情况) 。 在 
直线 BC 上 反射 直线 AB 和 折线 PQR， 并 记 B84, 是 BA 的 
反射 象 ，Q| 点 是 @ 点 的 反射 象 。 则 
LABA,=2/ABC = 20, 

并 有 LQPB= /QPB= NPC, 
因此 NPQ@, 是 一 直线 。 同 样 可 说 明 QiRS 也 是 一 直线 〈 因 次 
LQRB= -“Q,RB = -SRC)。 又 因为 人 BQP= 人 BQP， 
AQ.R=AAQR， 所 以 人 BWP = 人 A,Q1/R。 这样， 我 们 : 
就 看 到 ， 光 线 MN 在 角 ABA.( =2a ) 的 角 边 上 作 两 次 反射 

(分 别 在 六 点 和 Q@ 点 处 ) 后 ， 在 QS 的 方向 上 离 去 ， 而 Qi5 
与 MN 反 向 ,由 上 面 的 讨论 可 知 ,ABA4,=24=90", 即 0= 
90 /2。 友 过 来 ， 当 49=90/2 时 ， 则 上 ABA,=90"， 所 以 . 
光线 MN 在 角 ABC 的 边 上 反射 四 次 后 ， 在 与 进入 线 相反 州 
方向 上 离 去 。 

下 面 我 们 再 考虑 光线 在 角 边 上 反射 大 次 后 沿 进 入 方向 的 
反方 向 离 去 的 情形 (图 101(c) 中 ，MN 和 了 TU 分别 是 进入 路 
线 和 离 去 路 线 ， 它 们 方向 相反 。 一 般 来 说 ， 区 线 不 会 在 角 边 . 
土 反射 五 炊 后 再 在 相反 方向 上 痪 去 的 )。 在 直线 BC 上 反射 
直线 4B 和 折线 PQRST， 设 BA 是 BA 在 BC 上 的 反射 
象 ，Q, 点 和 S, 点 分 别 是 Q 点 和 S 点 的 反射 象 ”如 同 前 面 那 . 
样 ， 我 们 可 推出 NPQ, 是 一 直线 (LQ,PB= 人 0PB= 
ZNPC)，S,TU 也 是 一 直线 (SITB = ZSTB= /UTO), 
并 且 1 
LQRB = ZSRC, LRQ.B = ZPQA,, 

ZRS,B= /TS,Ah,. 
于 是 我 们 就 可 以 看 出 ， 光 线 从 MN 进入 后 ， 相 继 在 雪线 4 有 
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(于 N 处 )7 BA( 于 @ 处 )，BC( 于 尺 处 ) 上 各 反射 一 次 后 ， 
双 一 炎 在 BA, 上 反射 (于 8: 处 )， 再 沿 SIU 离 去 ， 沪 向 与 
MN 吓 相 反 的 ，。 4 ， 


. 1 图 101(c 
现在 得 在 直线 2A, 上 反射 直线 BC 和 折线 QIRS,， 设 
如 4、 是 日 A, 的 反射 象 ，Ri: 点 是 只 点 的 反射 俏 ， 则 NPCQ,R, 是 
一 直线 ( 因 为 人 R1018 RO1B = APQ141) ,RIS1TU 也 是 一 
将 线 ( 因 为 人 RS1B = ZRSB =~Tesi4D， 工 且 LQRB = 
达 SiRiA，。( 因 为 人 QRB = 人 QRB, 人 SRA,= LS1RC, 
而 LQ1RB = 人 SLRC)。 这 样 我 们 就 可 看 出 ， 从 MN 进入 的 
光线 于 尺 点 和 RR, 点 处 在 角 4B4:(= 30) 的 边 上 反射 两 次 后 ， 
在 与 MN 反 向 的 RU 上 离 去 。 根 据 上 面 已 证 的 结论 ， 一 定 
有 3a =90"， 也 就 是 =90 /3。 反 过 来 ， 如 果 a = 90 /3， 则 
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二 4BA,=90"， 从 而 从 MN 进入 的 光线 在 角 ABC 的 边 上 反 
- 射 太 次 后 党 与 MN 相反 的 方向 离 去 。 

最 后 ， 设 光线 在 一 个 角 ABC = 4 的 边 上 反射 2n 次 后 在 
与 进入 方向 相反 的 方向 上 离 去 一般 来 说 ， 光 线 不 能 在 一 个 
角 的 边 上 反射 (2n -1) 次 后 在 与 进入 方向 相反 的 方向 上 离 去 
和 鹊 )， 

证 明 的 过 程 和 上 面 几 种 情形 类 似 D 。 大 致 如 下 : 假设 光 
线 先 射 到 AB 边 上 ,在 直线 BC 上 反射 光线 的 路 径 , 设 BAl 是 
如 A 的 反射 象 s 双 在 DB4, 上 反射 BC 得 B4:， 在 B4: 上 反 
射 BA 得 BAs，…… 直至 作 ” -1 次 反射 ， 得 到 BAn-_1。 这 
时 ， 人 ABA,._!=na, 

一 条 射 向 48 的 进入 光线 在 角 4BC 的 边 上 的 反射 路 线 
经 过 一 系列 适当 的 反射 变换 之 后 ， 可 得 到 它 在 角 4B4n-: 的 
角 边 上 两 炊 反 射 后 离 去 的 路 线 ， 离 去 方向 与 进 人 方向 相反 。 
于 是 由 前 面 的 结果 ， 可 知 na = 90"， 因 此 a=90 /mn。 

第 二 个 解法 。 设 ABC 是 所 给 角 ，MNPQ… 是 光线 所 走 
葛 路 线 ( 图 102(a) 中 给 出 了 2 = 2，a = 45" 的 情形 )。 在 本 题 
中 ， 要 紧 的 只 是 光线 的 方向 。 因 此 为 了 简便 ， 不 妨 设 所 有 方 
向 都 是 从 一 点 0 发 射出 的 《在 图 中 i 

O11 MN, O21f NP, 031 PQ, 

等 等 )。 因 为 MNA= PNB， 所 以 射线 02 是 01 在 直线 
OU(OU /4B) 上 的 反射 象 (为 得 此 结论 ， 只 须 注意 NM 是 
NP 在 直线 NB 上 的 反射 象 ， 见 图 102(a))。 类 似 地 ， 射 线 
03 是 02 在 直线 OV (OV / BC) 上 的 反射 象 . 因此 根据 43 页 的 
命题 3， 射线 03 是 01 旋转 2LUOV = 2a 角 所 变 得 的 。 类 : 


@ 原著 中 有 详细 论证 ， 英 译本 中 已 省 路 。 


似 地 ， 射 线 05 是 08 经 过 在 同 一 方向 上 旋转 24 角 所 变 徘 
的 。 因 此 05 是 01 旋转 4 角 所 变 得 ，…… 。 因 a=90 /nr 
所 以 射线 O(2n +1) 与 射线 01 夹 角 180"; 然而 On+1) 
正 是 进入 光线 在 每 条 角 边 上 各 反射 n 次 后 所 具有 的 方向 ， 于 
是 本 命题 的 结论 就 得 证 了 。( 这 里 我 们 假定 了 0< 人 MNA< 
a ; 如 果 二 MNA>>a， 那 么 MN 要 与 BC 边 相 交 ， 也 就 是 说 
进入 光线 在 遇 到 BA 边 之 前 已 在 BC 边 上 反射 过 。 这 个 假定 
保证 与 射线 01,03 ,05 ,… 平 行 的 那些 光线 是 射 向 BA 边 的 ， 
而 与 02,04,… 平 行 的 光线 是 射 向 BC 边 的 。 如 果 一 MNA4 = 
ay， 也 就 是 说 进入 光线 MN 平行 于 BC 边 , 那么 射线 0C2n》 
总 是 与 O1 反 向 的 。 在 这 种 情形 ， 光线 最 后 离 去 的 方向 也 与 
进入 方向 相反 ,但 反射 的 灰 数 比 一 般 情况 少 1 . 见 图 102(b)， 
那里 表明 一 ABC = 45"， 人 MNA= 45° 的 情形 。) 
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以 上 讨论 也 说 明 当 0 夭 90 "jn 时 ， 不 是 所 有 的 光线 能 在 
葛 边 上 反射 数 次 后 ， 在 进 大 方向 的 相反 方向 上 离 去 的 。 

59。(a) 第 一 个 解法 。 (参见 15 题 和 21 题 的 第 一 个 解法 。) 
假设 4 ,4,,… ,A 是 所 求 n 边 形 的 项 点，B, 是 平面 上 任意 
一 点 。 将 线段 4.8, 相继 在 直线 

,sy ,li tn 
土 作 反射 ， 得 到 线段 AsB,, AsB, ,An 万。 ADBn+i。 这 些 线 
段 都 是 互相 全 等 的 ， 特 别 有 4 B, = 4;Ba+i， 因此 4 点 到 
8B, 和 ns 的 距离 相等 ， 从 而 A, 点 在 线段 BB 的 中 垂 线 
上 。 

再 在 平面 上 另 选 一 点 Ci ,将 它 相继 在 直线 [a 1 1 
属 上 作 到 射 ， 所 得 一 系列 点 记 作 Ca ,Ca ;CnsCnti。 显然 
A 点 到 Ci 和 Csts 的 距离 也 相等 ,因此 4, 也 在 线段 CiCnp 的 
中 垂 线 上 ， 于 是 ， 求 出 线段 了 Ba 的 与 CiCa41 的 两 条 中 垂 
残 的 交点 ， 它 就 是 如 了 ( 当 我 们 任意 选 定 了 两 个 不 同 点 B, 和 
Cl 后 ， 线 段 BB 和 CiCnti 就 可 作出 ) ,然后 ， 将 A, 点 相 
继 作 在 给 定 的 "条 植 线 上 的 反射 ， 就 得 到 nm 边 形 的 其 余 顶 
点 。 
在 线段 BiBwi 与 CiCn+i 不 平行 的 时 候 ( 即 它们 的 中 重 
线 了 和 4 相交)， 本 题 有 唯 -- 解 如 果 了 :Buy CiCn4i， 且 
7 与 9 不 同 , 则 本 题 无 解 ， 如 果 BBas+l/ CiCn+l， 且 p2 与 9 
重合 ， 则 本 题 有 无 穷 多 个 解 儿 ， 

解 出 的 多 边 形 的 各 边 是 可 能 相交 的 。 

这 个 解法 有 一 个 甬 点 ， 就 是 不 能 从 它 看 出 在 = 是 奇数 或 
偶 乡 时 本 题 的 结果 有 什么 本 质 的 差别 。 从 这 上 方面 来 说 ， 第 二 

四 应 理解 为 ， 如果 对 任 取 两 点 Bl 和 C1 都 有 B18Bs41 C1Cni1， 且 它们 的 
囊 季 鲁 重 合 ， 则 本 题 有 无 穷 多 解 。 一 一 中 评 者 
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种 解法 较 好 ， 

第 二 个 解法 。( 参 见 15 题 和 21 题 的 第 二 种 解法 ，) 假设 
Ah4:…An 是 所 求 多 边 形 [ 见 图 50(a)]。 如 果 我 们 将 .4 点 椒 
继 在 直线 所 ,2 …，1a-: 和 避 上 作 反 射 ， 则 得 到 42 ,4 …， 
Au， 最 后 回 到 4,。 因 此 4; 是 在 直 绕 4b,ls 上 的 nn 个 
反射 之 和 的 不 动 点 ， 

第 一 种 情况 ， 7 是 偶数 ， 这 时 ,在 直线 4,4,… ,ls 上 的 
反射 之 和 一 般 来 说 是 一 个 旋转 ( 见 49 页 )， 旋 转 中 心 0 点 可 以 
利用 反射 的 加 法 作出 。0 点 是 这 个 旋转 的 唯一 不 动 点 ， 因 此 
A 一 定 与 0 重合。 找到 4, 后 ， 就 不 难 找到 其 它 各 顶点 了 。 
因此 ， 在 7 为 侦 数 时 ， 一 般 来 说 本 题 有 唯一 解 ，。 

但 是 在 特殊 情况 , 即 在 n 条 线 44,4s,… ,ls 上 的 反射 之 和 
为 一 个 平移 或 恒 同 变换 ( 即 转角 为 零度 的 旋转 ， 或 移动 外 疮 
为 零 的 平移 、 时 ， 本 题 无 解 ( 平 移 无 不 动 虚 ) 或 有 不 止 一 个 解 
-一 平面 上 任何 一点 都 可 取 作 4 点 (每 一 一 点 都 是 恒 向 变换 区 
不 动 点 ). 

第 二 种 情况 ，n 是 奇数 。 这 时 ， 在 苗 线 4 ,1s,*…,! ,上 的 
及 射 之 和 一 般 来 说 是 一 个 滑动 反射 ( 见 49 页 )。 因 为 滑动 反射 
流 有 不 动 点 ;因此 当 ? 是 奇数 时 本 是 一 般 来 说 无 解 ， 但 在 特 
到 情况 ， 即 在 这 ?条 直线 后, 二 ,号 上 的 反射 之 和 是 在 某 直 
线 1 上 的 反射 时 (! 是 可 作出 的 )， 就 有 许多 解 ，! 上 任何 一 
点 都 可 取 作 为 所 求 n 边 形 的 顶点 4 (对 称 轴 上 每 一 点 都 是 反 
射 的 不 动 点 )， 

(因此 ， 在 n=3 时， 本题 一 般 来 说 无 解 ， 只 有 在 三 条 直 
线 4,ls 和 ls 交 于 一 点 时 [ 见 25 题 (c)]， 或 者 互相 平行 时 ， 本 
- 题 才 有 无 劣 多 解 [ 见 46 页 上 命题 (4)])， 

Cb) 解法 与 (3) 的 第 二 个 解法 类 个， 如果 A1As-… An 是 
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所 求 n 边 形 [ 见 图 50Cb)], 则 将 直线 4A, 线 相继 作 在 直线 有 1， 
1 sn ,ln 上 的 反射 ， 得 到 直线 
AAs, AsAs, + An_iAs, 

最 后 又 回 到 AsA,。 于 是 hn 全 是 在 直线 下 ,pm 上 的 产 
个 反射 之 和 的 不 变 直线 。 下 面 分 两 种 情形 讨论 ， 

第 一 种 情形 ， 7 是 偶数 。 则 一 般 地 说 在 站 线 ,ls,…， 
lt 上 的 反射 之 和 为 一 个 旋转 ， 设 其 旋转 中 心 为 O 点 ; 因此 ， 
一 般 来 说 无 不 变 直 线 。 于 是 ， 当 n 是 偶数 时 ， 一 般 来 说 本 题 
无 解 。 但 是 在 特殊 情形 ， 这 7 个 反射 之 和 可 能 是 一 个 关于 O 
点 的 中 心 对 称 ( 转 角 为 180 "的 旋转 )， 或 者 是 一 个 平移 ， 也 可 
能 是 一 个 恒 同 变换 ， 在 这 些 情形 本 题 都 有 不 止 一 个 解 。 在 反 
射 之 和 是 中 心 对 称 时 ， 可 取 任 何 一 条 过 0 点 的 直线 作为 : 
4n4 是 平移 的 情形 , 可 取 任 何平 行 于 斑 移 方 向 的 桂 线 作 ” 
AnA1， 是 恒 同 变 换 的 情形 ， 可 取 平 面 上 任何 将 线 作 AnAi， 

第 二 种 情形 ， 4 是 奇数 。 则 一 般 来 说 在 直线 请 ,1 ,ln 
上 的 反射 之 和 为 一 个 滑动 反射 ， 设 此 滑动 反射 的 轴 为 上 (1! 
是 可 以 作出 的 )， 则 它 是 请 动 反 射 的 唯一 不 变 直 线 。 于 是 ， 
所 求 多 边 形 的 4,A, 边 在 直线 ! 上 ; 将 相继 在 bm， 
tn-1 上 作 反 射 ， 得 到 7 边 形 的 其 它 各 边 。 这 样 ， 在 ?是 奇数 
时 ， 一 般 来 说 有 叭 一 解 。 在 特殊 情形 ， 这 7n 个 反射 之 和 是 在 
某 直 线 上 上 的 反射 ， 这 时 本 题 有 无 穷 多 解 。 所 求 n 边 形 的 
AnAi 边 可 取 ! 本身 ,也 可 选取 任 一 条 垂直 干 ! 的 直线 米 作 ， 

〈 因 此 ,在 ?2 = 3 时, 本题 一 般 有 了 瞧 一 解 。 直 线 局 ,az 和 0 或 . 
者 都 是 三 角形 的 外 角 的 分 角 线 ， 或 者 有 两 条 是 内 角 的 分 角 
线 ， 男 一 条 是 外 角 的 分 角 线 。 当 三 条 直线 癌 和 4 交 于 一 
点 时 是 例外 ， 此 时 本 题 有 不 止 一 个 解 [ 见 26 题 (a)]。 这 三 条 : 
直线 4,h 和 4 分 别 是 三 角形 的 三 个 内角 的 分 角 线 ， 或 者 有 
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' 硕 条 是 外 角 的 分 角 线 ， 另 一 条 是 内 角 的 分 角 线 。) 了 

也 可 用 类 似 于 (a) 的 第 一 个 解法 的 方法 米 解 (bh)， 请 读者 
自己 去 作 ， 

40。(a) 假设 本 题 已 解 出 (图 103)。 顶 点 4 经 过 关于 MAM 
点 的 中 心 对 称 变 到 4s 点 ，4。 经 过 在 ja 上 的 反射 变 到 4s ,4s 
经 过 在 避 上 的 反射 又 变 到 A,,…… 最 后 4 经 过 在 ls 上 的 反 
射 变 回 到 A,。 这 样 ， 关 于 MM 的 中 心 对 称 与 在 直线 ls ,ja ,tan 
上 的 各 反射 之 和 以 4 为 一 个 不 动 点 。 关于 在 的 中 心 对 称 
又 可 等 价 地 用 两 个 反射 来 代替 。 下 面 分 两 种 情况 来 考虑 ， 

第 一 种 情况 ，? 是 奇数 。 本 题 就 化 成 求偶 数 个 在 站 线 上 
网 反 射 之 和 的 不 动 点 的 问题 一般 来 说 ， 这 个 和 是 一 个 旋转 
(旋转 中 心 9 点 可 以 从 M 和 如, 作出 来 )。 因 此 在 
为 奇数 的 情形 ， 本 题 一 般 有 唯一 解 ( 参 见 39 题 (区 的 第 二 个 解 
法 的 第 一 种 情形 )。 只 有 了 两 种 例外 情形 ， 这 偶数 个 反 射 之 和 
是 平移 一 一 这 时 本 题 无 解 ， 或 是 恒 同 变换 一 一 这 时 本 题 有 许 
多 解 ， 


图 103 


@ 在 有 ?21s 时 也 是 例外 ， 这 时 有 无 穷 多 个 解 ， 但 解 出 三 角形 是 退化 
! 侈 ， 其 各 边 在 同一 直线 上 。 一 一 中 译 者 
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第 二 种 情况 ，? 是 偶数 。 本 题 化 成 求 奇数 个 在 直线 上 的 
办 射 之 和 的 不 动 点 的 问题 。 一 般 来 说 ， 这 个 和 是 一 个 滑动 反 
射 ， 因 此 本 题 无 解 (请 动 反 射 无 不 动 点 )。 在 特殊 情况 下 ， 这 
些 反 射 之 和 是 一 个 在 某 直 线 上 上 的 反射 ， 这 时 本 题 有 许多 解 

《在 一 直线 ! 上 的 反射 有 无 穷 多 个 不 动 点 ， 即 上 上 的 所 有 
点 )。 

也 可 类 似 于 39 题 (a) 的 第 一 个 解法 来 解 本 题 .。 

送出 的 多 边 形 可 能 是 自 交 的 ， 

《b) 假设 本 题 已 解 出 (图 104)。 直 线 AnA1 绕 MM 点 旋转 
180” -0 角 变 成 直线 A,As,A14, 在 1, 上 友 射 变 成 直线 4:4。， 
oAs 在 ls 上 反射 变 为 直线 4s44， 等 等 。 最 后 ,直线 4 -4n 
在 ls 上 反射 变 成 直线 A,Al。 这 样 ， 中 心 为 MM， 转 角 为 180” 
-0 的 旋转 〈 它 可 用 两 个 反射 之 和 来 代替 ) 与 在 直线 1 ,is,…， 
4 上 的 n - 1 个 反射 之 和 以 AnAi 为 一 条 不 变 直 线 。 

分 两 种 情况 讨论 . 

第 一 种 情况 ， n 是 偶数 。 奇 数 个 反射 之 和 一 般 来 说 是 一 
个 滑动 反射 ， 它 有 了 蛤 一 不 变相 线 ， 即 轴线 1 .( 它 是 可 以 作出 
的 )， 因 此 本 题 有 唯一 解 。 但 在 特殊 情形 ， 这 奇数 个 反 射 之 
和 是 一 个 反射 ， 此 时 本 题 将 有 无 穷 多 个 解 (因为 在 一 直线 上 
的 反射 有 无 穷 多 系 不 变 直 线 ) 

第 二 种 情况 ，n 是 奇数 。 在 这 情况 下 ， 我 们 考虑 的 变换 
是 惕 数 个 在 直线 上 的 反射 之 和 ， 一 般 来 说 它 是 一 个 旋转 。 这 
时 本 题 无 解 。 然 而 在 特殊 情况 ， 这 侦 数 个 反射 之 和 是 一 个 中 
心 对 称 , 或 是 一 个 平移 ,或 是 恒 同 变换 。 在 这 些 特 殊 情 况 下 ， 
本 题 都 不 止 一 个 解 ， 

作为 本 题解 的 多 边 形 是 可 能 自 交 的 ; [2,4s,… ,ln 可 能 是 
交角 的 分 角 线 ， 也 可 能 是 外 角 的 分 角 线 。 
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也 可 用 类 似 于 39 题 (a) 的 第 一 个 解法 的 方法 解 本 题 。 

位 。(a) 假设 4,4s4s…4n 是 所 求 2 边 形 ( 图 10.)。 从 区 
心 O 向 它 的 各 边 AlA,, AsAs,». :rn_1An, AnAl 作 和 三线 《这 
些 垂 线 可 以 根据 条 件 作 出 ， 
因为 这 个 #9 边 形 各 边 的 方向 
已 给 出 )。 将 4 点 相继 在 这 
些 垂 线 上 作 反 射 , 4 先 变 到 
42:,4。 再 变 到 A, ,… ,An_1 变 
到 4A。， 最 后 4 又 释 回 到 
A1。 于 是 妇 是 这 nn 次 反射 

(在 这 nn 条 垂 线 上 的 ) 之 和 

的 不 动 点 。 下 面 分 两 种 情况 
讨论 

第 一 种 情况 ，? 是 奇数 。 由 于 在 三 条 交 于 一 点 的 直线 上 
的 反射 之 和 仍 为 一 个 反射 ， 莽 且 其 对 称 辅 过 这 个 交点 〈 见 46. 
页 命题 4 )， 我 们 不 难看 出 在 任何 奇数 条 交 于 一 点 的 直 线 上 
的 反射 之 和 也 是 一 个 反射 ， 大 且 其 对 称 轴 过 此 交点 。 (首先 
用 一 个 反射 代替 前 三 个 反射 ， 再 考虑 它 和 下 面 两 个 反射 之 
和 ,……) 了 因此， 在 ni 是 奇数 时 ， 本 题 中 的 n 欢 反射 之 和 仍 
是 -一 个 反射 ， 其 对 称 轴 上 过 圆心 点。 在 圆周 上 恰好 有 两 个 
点 是 这 个 反射 的 不 动 点 ， 就 是 i 与 圆周 的 两 个 交点 。 取 其 中 
任 一 点 作为 所 求 4 边 形 的 顶点 4,， 再 通过 反射 得 到 其它 顶 
点 。 于 是 ， 在 这 种 情况 本 题 有 两 个 解 。 

第 二 种 情况 ，? 是 偶数 。 由 于 在 任何 两 条 相交 于 点 的 


轿 也 可 这 样 看 ， 奇数 个 反射 之 和 为 指 动 反射 或 反射 。 由 于 本 题 中 的 奇数 
个 反射 的 轴 都 过 0 点 。0 点 是 它们 之 和 的 不 动 点 。 于 是 ， 这 些 反 射 之 和 一 定 是 : 
反射 ， 轴 过 0 点 。 一 一 中 译 者 : 
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查 线 上 的 反射 之 和 为 一 个 旋转 ， 其 旋转 中 心 为 0， 我 们 可 扒 
出 在 (偶数 ) 条 过 0 点 的 直线 上 的 反射 之 和 可 表示 成 mn/2 个 
绕 0 点 的 旋转 之 和 ， 从 而 它 本 身 也 是 一 个 绕 O 点 的 旋转 ， 一 
般 来 说 , 绕 O 点 的 一 个 旋转 只 有 唯一 的 不 动 点 0 点 ,而 在 以 0 
为 圆心 的 加 上 没有 不 动 点 ， 因 此 当 n 是 偶数 时 ， 一 般 情 况 下 
本 题 无 解 。 但 当 这 个 反射 之 和 是 恒 同 变换 时 则 是 例外 ， 本 
题 有 无 穷 多 解 ， 交 上 任何 一 点 都 可 选 作 所 求 n 边 形 的 顶点 
A,, 

(b) 假设 所 求 n 边 形 已 作出 (图 105)。 过 圆心 0 向 各 边 
A14s,41As，… ,An-iAn 作 短线 (由 于 0 点 及 多 边 形 的 这 (n - 
1 ) 条 边 的 方向 是 已 知 的 ,这 些 垂 线 由 条 件 可 作出 )， 将 入 点 
相继 在 这 Cn - 1) 条 二 线 上 作 反 射 ， 最 后 就 变 到 hs。 下 面 分 
两 种 情况 讨论 。 

第 一 种 情况 ， 7n 为 奇数 。 这 时 ， 在 这 《n -1) 条 直线 〔 它 
们 都 过 0 点 ) 上 的 反射 之 和 是 一 个 以 O 点 为 中 心 的 旋转 ， 其 
转角 0 可 由 这 些 站 线 来 求 出 。 于 是 人 A10A。 =a 是 已 知 角 。 
这 样 ， 我 们 可 求 出 芒 ,4 的 长 度 以 及 它 到 O 点 的 距离 4 。 
以 0 为 圆心 ，4 为 中 径 作 国 。 因 为 Aihs 过 M 点 ， 又 与 此 图 
相 切 ， 所 以 它 在 过 MM 点 的 加 的 切线 上 ， 本 题 可 能 有 两 个 解 ， 
也 可 能 只 有 一 个 解 或 无 解 。 

第 二 种 情况 ，n 是 偶数 。 这 时 ， 在 (n - 1) 条 过 O 点 的 直 
线 上 的 反射 之 和 仍 是 一 个 反射 ， 其 对 称 轴 1 过 0 点 。 因 此 
Ai 点 和 An 点 互 为 在 上 上 的 反射 象 ， 由 于 A 入 As 过 已 知 点 
M， 它 就 在 从 M 向 ! 作 的 垂 线 上 。 本 题 总 有 崔 一 解 ， 

42。(a) 由 于 在 三 条 交 于 一点 O 的 直线 止 的 反射 之 和 仍 
为 一 个 反射 并且 轴 线 ! 过 0 点， 我 们 可 推出 hs 点 是 4 点 
在 1 上 的 反射 象 ， 同样 he 点 又 是 As 在 1 上 的 反射 象 ， 于 
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是 4 与 4 重合 。 

对 于 奇数 条 交 于 一 点 的 直线 ， 本 题 的 结论 是 成 立 的 〈 对 - 
照 13 题 )， 如 果 偶 数 (m) 条 直线 交 于 0 点， 则 在 这 些 直 线 上 的 : 
反射 之 和 是 一 个 绕 O 点 的 旋转 , 记 a 为 其 转角 , 则 只 有 当 “ 是 
180 "的 整数 倍 时 ，A 点 经 过 2n 浆 反 射 二 能 回 到 原来 位 置 . 

附注 ; 要 使 平面 上 任何 一 点 入 经 过 在 直线 l,l La, li 
”4s,ls 上 的 大 浆 反 射 之 后 得 到 的 象 点 Ao 总 与 4 重合 的 充分 
必要 条 件 是 ;4,1s ,ls 交 于 一 点 或 者 互相 平行 (如 果 Lls ba， 
则 在 ,ls,ls 上 的 三 次 反射 之 和 也 是 一 个 反射 再 用 上 面 解 
法 中 的 理由 ， 可 说 明 4。= A)。 在 其 它 情 形 ， 在 ,lz ,ls 上 的 
反射 之 和 是 一 个 滑动 有 反射， 因而 4e 是 4 经 过 两 个 相同 的 滑 
动 有 反射 所 得 到 的 ， 也 就 是 和 A 经 过 一 个 平移 所 得 到 的， 不 可 能 
与 4 重合 。( 沿 直线 ! 的 两 个 相同 的 滑动 反射 之 和 ， 可 分 解 
成 下 面 四 个 变换 之 和 ， 沿 1 的 一 个 平移 ， 在 / 上 的 反射 ， 在 
! 上 的 反射 以 及 沿 的 一 个 平移 (与 第 一 个 平移 相同 )， 因 此 . 
也 就 是 两 个 相同 的 平移 之 和 。) 

(b) 本 题 实 质 上 与 (a) 相同 [也 可 看 14 题 (b)]。 

Cc) 设 四 条 直线 的 交点 为 02。 在 上 和 总 上 的 反射 之 和 是 
弹 O 点 的 一 个 旋转 ， 设 转角 为 a; 在 和 i 上 的 反射 之 和 
也 是 绕 0 点 的 一 个 旋转 ， 设 恩 角 为 h。 由 此 可 知 ， 不 论 采 用 
哪 种 次 序 作 这 些 反 射 ， 所 得 的 A 点 都 是 4 绕 0 点 转 a+B 角 
变 得 的 点 [参照 14 题 (a)]， 

43。(a) 由 于 直线 CM,AN,BP 交 于 一 点 或 互相 和 平行， 
在 直线 CM,4AN,BP,CNM,4N,BP 上 的 六 次 反射 之 和 为 恒 . 
同 变换 [ 见 42 题 Ca)]。 为 了 证 明 直 线 CM“ ,AN’ 和 BP 也 交 
于 一 点 或 互相 平行 ,只 须 说 明 在 丁 线 CM’ ,AN’ ,BP' CAM 
AN’ ,BP' 上 的 大 次 反射 之 和 也 是 恒 间 变换 ( 见 42 题 (a) 解答 

122 


后 的 注解 )。 由 于 CM’ 是 CM 在 角 BCA 的 分 角 线 上 的 反射 
象 ， 一 个 绕 C 点 ， 转 角 为 角 BCM' 的 旋转 把 CM 变 到 C4， 

把 CB 变 到 CM7/。 由 此 可 推出 ， 在 直线 CNM7” 上 的 反射 就 是 
在 CDB,CM,C4 这 三 条 直线 上 的 反射 之 和 (对照 图 106(a) 与 
图 47(b) ， 关 参看 第 二 章 中 命题 4 证 明 的 后 站 部 分 )。 类 似 
地 ， 在 直线 AN' 上 的 反射 等 于 在 AC ,AN ,AB 这 三 条 直线 
上 的 反射 之 和 ， 在 直线 BP' 上 的 反射 是 在 84,BP,BC 这 三 
条 直线 上 的 反射 之 和 。 于 是 ， 在 直线 CM' ,4N' ,BP' 上 的 
反射 之 和 就 等 于 分 别 以 CGB,CM ,CA,AC(=CA),AN 4， 

BA( =AB),BP ,BC 为 轴 的 九 次 反射 之 和 。 因 为 连续 在 同一 
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直线 上 的 两 次 反射 互相 抵消 ， 所 以 这 九 次 反射 之 和 等 于 在 
CB,CM,AN ,BP ,BC 上 的 五 次 反射 之 和 。 把 这 个 变换 重复 
进行 两 次 ,就 得 到 在 直线 CB,CM,4N,BP,BC,CPB(=BC)， 
CM,4N,BP,BC 上 的 十 次 反射 之 和 ， 而 它 又 等 于 在 CB， 
CM,AN,BP,CM ,AN ,BP,BC 上 的 入 次 反射 之 积 ， 由 条 件 
知 ， 中 间 的 太 奖 反射 之 和 为 恒 同 变换 ， 因 此 这 六 次 反射 之 和 
等 于 在 CB 与 BC(=CB) 上 的 两 次 反射 之 和 ， 这 是 一 个 恒 同 
变换 。 


(b》 过 从 点 和 Mi: 点 垂直 于 4 的 两 条 直线 分 别 记 作 mm 
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和 Wi 过 NN 点 入 点 垂直 于 BC 的 直线 分 别 记 作 n 和 ni; 
过 PP 点 和 Pi 点 垂直 于 CA 的 直线 分 别 记 作 pP 和 pi， 又 设 a 
和 4 分 别 是 过 4 点 和 8B 点 ， 算 直 于 AB 的 直线 。 本 题 的 结论 
可 由 下 述 命 题 推 出 ， 如 果 在 直线 m,n,p,m,n,p 上 的 六 次 反 
射 之 和 是 恒 同 变换 ， 则 在 mi,ni,Pi,mi,ni,pi 上 的 六 次 反射 
之 和 也 是 恒 同 变换 。( 参 见 (a) 的 解法 。 这 里 还 用 到 下 面 的 事 
实 : 一 个 三 角形 三 边 上 的 垂 线 不 会 互相 平行 。 ) 下 面 我 们 
证 明 这 个 命题 。 首 先 ， 在 mm 上 的 反射 等 于 在 4 点 商 线 普 
与 妃 点 上 的 反射 之 和 。 事 实 上， 在 4 点 上 的 反射 等 于 在 直线 
4 日 与 o 上 的 反射 之 和 ， 在 了 点 上 的 反射 等 于 在 直线 与 4B 
上 的 反射 之 和 ， 这 样 ， 在 4 点 直线 信 与 日 点 上 的 反射 之 和 等 
于 在 直线 AB ,a,m,b,AB 上 的 五 欢 反射 之 和 。 但 是 ，ni 是 
mw 在 AB 中 点 上 的 反射 象 ， 把 nr 变 到 5 的 平移 一 定 把 a 变 到 
fh; 因此 在 直线 4,m,b 上 的 反射 之 和 等 于 在 m: 上 的 反射 
[对 照 图 106(b) 和 图 47(a)]。 于 是 ， 上 述 五 欢 反 射 之 和 就 等 
于 在 4B,m,AB 上 的 三 次 反射 之 和 ， 或 等 于 在 Mi 点 与 直 
线 4B 上 的 反射 之 和 。 而 在 M; 点 上 的 反射 又 可 分 解 为 在 fn 
与 AB 两 条 直线 上 的 反射 之 和 ， 因 此 在 Mi 与 4B 上 的 反射 
之 和 双 等 于 在 mi，4B 与 AB 上 的 三 次 反射 之 和 ， 也 就 是 
等 于 在 mi; 上 的 有 反射。 类 似 地 可 说 明 ， 在 n, 上 的 反射 等 于 在 
日 点 上 种 线 n 与 C 点 上 的 反射 之 和 ; 在 mm 上 的 反射 等 于 在 
C 点 上 直线 p 与 4 点 上 的 反射 之 和 。 

这 样 ， 在 直线 mi ,ni,Ppi,mis,m,p: 上 的 六 次 反射 之 和 就 
等 于 在 下 列 点 与 直线 上 的 反射 之 和 ， A,m,B,B,n,e,c,p， 
A,A,m,B,B,n,c,e,p,A， 也 就 是 在 A,m,n,p,m,n,n,A 上 
移 八 坎 反 射 之 和 。 当 中 间 关 次 反射 之 和 为 恒 同 变换 时 ， 这 人 
次 反射 之 和 就 化 为 在 4 点 的 两 欢 反 射 之 和 ， 也 是 恒 则 变换 
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(参见 (a) 的 解 )。 

44。 如果 在 三 条 直线 上 的 反射 之 和 连作 两 次 ， 那 么 所 得 
到 的 或 是 恒 同 变换 ， 或 是 一 个 平移 ( 见 42 题 (a) 的 解 ， 特 别 是 
解 后 的 附注 )。 这 样 ，A 点 按 第 一 种 次 序 经 过 十 二 次 反 射 所 
得 的 点 4,。，， 也 就 是 和 A 经 过 两 次 平移 所 变 得 的 点 〈 这 两 次 玫 
移 的 移动 距离 都 有 可 能 为 需 ， 也 就 是 它们 都 可 能 是 便 同 变 
换 ); 而 4 点 按 第 二 种 次 序 经 过 十 二 次 反射 所 得 的 点 4 
是 A 按 相反 的 来 序 经 过 这 两 个 平移 所 变 得 的 点 。 由 此 推出 本 
题 的 结论 (参看 14 题 (a) 的 解 )。 

45。 第 一 个 解法 《以 58 页 上 的 定理 1 为 基础 )。 先 讨论 
与 4 不 平行 的 情形 。[ 图 107《a)]。 假 设 坦 线 m 已 作出 。 根 
据 党 理 1 ， 可 用 一 个 旋 
转 到 线段 4X 变 到 线段 
BY， 使 4 变 到 日 ，X 
变 到 Y 了 (由 于 4 与 4 不 
平行 ， 不 能 用 平移 把 
AX 变 到 BY7。 这 个 旋 
转 的 转角 4 等 于 与 6 
葛 夹 角 ， 于 是 可 以 这 样 
来 求 这 个 旋转 的 中 心 : 
在 AB 上 作 弧 ， 使 它 所 < 
含 圆周 角 为 a (如 果 记 是 107(3) 
P 为 和 1s 的 交点 , 则 此 弧 在 三 角形 ABP 的 外 接 回 S 上 )， 
则 48 的 中 垂 线 与 此 弧 的 交点 就 是 旋转 中 心 O 点 0 ， 设 此 旋 
转 将 所 求 下 线 矶 变 到 mm/' ,mm 也 通过 Y 点。 下 面 我 们 就 (2)， 


@ 加 5 与 48 的 中 秋 线 有 两 个 交点 ， 它 们 分 别 对 应 牙 X 和 Y 在 直线 4B 
雹 同人 策 和 不 同 侧 两 种 情形 的 解 。 
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(b) ,(c),(d) 的 不 同 要 求 来 讨论 。 

(a) 将 交 线 7n 绕 0O 点 旋转 a 角 ， 所 得 直线 记 作 m .直线 
OY 是 人 与 m” 夹 角 的 分 角 线 ， 它 也 是 1 与 n' 所 夹 角 的 分 角 
线 。 于 是 ， 联 结 + 与 n 的 交点 和 O 点 的 下 线 与 的 交点 就 
是 Y。 本 题 可 能 有 两 个 解 ( 见 125 页 的 注 由 )。 

(hb) 设 M 点 绕 0O 点 转 a 角 变 为 M' 点。 则 mn 和 过 M' 点， 
乔 且 mm 与 亿 的 夹 角 为 a 。 于 是 ， 在 MM' 上 作 强 ， 使 其 所 
禽 圆 周 角 为 a ， 此 弧 与 六 的 交点 就 是 Y 。 本 题 最 多 可 能 有 四 
个 解 。4 

Ce》 我 们 已 知 等 腰 三 角形 OXY 的 顶 角 为 n ， 底 边 XY 
= 4。 于 是 ，0 到 X 的 距离 OX 可 以 计算 出 来 。 本 题 最 多 可 
能 有 四 个 解 。 

Cd) 设 线段 XY 的 中 点 是 8 。 由 于 等 腰 三 角形 COXY 的 
角 都 是 已 知 的 ， 我 们 可 求 出 比值 

GE =h, LXOS = 二 ae， 
因此 ，5 点 可 由 X 点 经 过 一 个 所 谓 “ 螺 旋 相似 变换 ”而 变 得 
( 见 第 二 矢 第 一 章 的 第 二 节 )。 于 是 ， 如 果 把 直线 所 经 过 这 
个 螺旋 相似 变换 变 得 的 直线 记 作 吕 ， 那 么 8 就 是 员 与 了 笈 
交点 。 所 求 惠 线 mm 慌 直 于 05， 并 且 过 5S 点。 本 题 一 般 有 两 
个 解 ， 但 如 果 玉 与 + 重合 ， 则 有 无 穷 多 个 解 。 

如 果 刁 ls, 则 所 求 直 线 或 者 经 过 线段 4B 的 中 点 S， 或 
者 平行 于 AB[ 图 107(b)]。 在 这 种 情况 ， 解 法 就 更 加 简单 
了 。 下 面 我 们 只 指出 解 的 个 数 。 

(a) 如 果 7 与 4B 沁 都 不 平行 ， 则 有 唯一 解 ， 如果?V/ 六 


@ 原著 中 说 可 能 有 两 个 解 。 但 是 如 果 允 许 X 和 YY 位 于 直线 48 的 两 侧 ， 
则 最 多 应 有 四 个 解 。 一 一 中 译 者 
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1/ 已 ， 则 无 解 ， 如 果 ” / 4AB， 则 有 无 穷 多 解 。 

(b) 如 果 M 斌 不 在 直线 
AB 上 ， 又 不 在 4 与 1 的 中 
位 线 to( 央 与 ,ls 平行， 县 
到 它们 的 距离 相等 的 直线 ) 
上 ， 则 有 两 个 解 ， 如果 M 在 
AB 上 或 在 lo 上 ,但 不 是 S， 
则 有 唯一 解 ， 如 果 M 与 S 重 图 107(b) 

合 ， 则 有 无 穷 多 个 解 ， 

(c) 如 果 a 夭 4B， 且 a 大 于 4 与 14, 的 距离 4， 则 有 两 
个 解 ， 如 果 4=d( 但 AB 关 4)， 则 有 唯一 解 ， 如 果 4 二 4， 则 
没有 解 ， 如 果 4 = 45， 则 有 无 穷 多 个 解 。 

(d) 如果? 不 与 4 平行， 又 不 通过 S 点 , 则 有 一 个 解 ; 
如 果 /05， 但 不 通过 S , 则 无 解 ， 如 果 ? 通过 8 ， 则 有 无 究 
多 个 解 。 

(a) ,(e),(d) 的 第 二 个 解法 (以 58 页 上 的 定理 2 为 基础 ) 。 
根据 定理 2 ， 线 段 AX 可 以 经 过 一 个 滑动 反射 (或 反射 ， 这 
可 看 作 请 动 反射 的 特殊 情形 ) 变 到 直线 BY， 并 且 4 变 到 悍 ， 
久 变 到 Y ， 这 个 滑动 反射 的 轴线 ! 通过 线段 48 的 中 点 ， 拭 
且 平 行 于 太 和 睛 夹 角 的 分 角 线 O ， 滑 动 距离 4 等 于 4A18 ,这 
里 4, 是 A 在 直线 上 的 反射 象 (图 108)， 设 Xi 是 和 在 ! 上 
的 反射 象 ， 闭 么 


XYlNl, XY=d, 


Q@ 因为 直线 hi 和 ?2 有 两 个 夹 角 ， 分 角 线 也有 两 条 所 以 把 4X 变 到 BY 
的 滑动 反射 有 两 个 (分 别 对 频 着 X 和 YY 在 直线 48 的 同 侧 或 不 同 侧 两 种 情况 ) 。 
如 果 呈 1 1z， 则 一 个 滑动 反射 的 轴 平 行 于 忆 ， 另 一 个 的 轴 垂 直 于 11。， 这 说 明 
在 解 (a) ,(c) 和 (dd 时 。 六 1 12 这 种 情况 的 特殊 性 。 
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现在 分 别 过 论 (a) ,(c) 和 (d) 三 种 情况 ， 
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(a) 在 直角 三 角形 XXiY 中 ,已 知 X1Y =d, 人 XYX, 等 
于 将 线 nn 与! 的 夹 角 ， 因 此 边关 X, 的 长 度 可 求 出 。 作 站 
线 4 平行 于 1 ， 并 且 与 1 的 距离 为 XX,/2。 那 么 与 4 的 
交点 就 是 X 。 一 般 来 说 ， 在 是 与 翌 不 平行 时 本 题 有 两 个 解 。 

(e) 在 直角 三 角形 XX,Y 中 ， 杂 边 XY=4a 和 直角 边 
XiY =4 都 是 已 知 的 ， 因 此 另 一 直角 边 XX, 也 可 求 出 ， 然 
后 用 类 似 于 (a) 的 方法 可 找到 兴 点 。 本 题 一 般 有 四 个 解 宫 。 

(d) 线段 XY 的 中 点 5 一 定 在 直角 三 角形 %Xiy 的 中 
位 线 ! 上 ， 因 此 5 就是! 和 7 的 交点 。 在 ! 上 取 点 St， 使 
S51=d/2， 然 后 过 8 作 垂 站 于 / 的 直线 Pp。 则 Pp 与 1 的 交 
点 就 是 X 点 。 一 般 来 说 本 题 有 两 个 解 。 

46. 我 们 只 讨论 4,ls 和 1 并 不 都 互相 平行 的 情形 。 不 


@ 原著 中 是 “本题 有 两 个 解 ”， 这 是 不 对 的 。 驳 第 一 个 解法 。 一 一 中 译 
者 
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妨 没 1 与 4,1s 都 不 平行 。 假 设 订 题 已 解 出 (图 109)。 根 据 定 
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理 1 ， 有 一 个 旋转 把 AX 变 成 CZ， 又 有 一 个 旋转 把 BY 变 
成 CZ。 这 两 个 旋转 的 转角 分 别 是 直线 is 与 已 ,的 夹 角 ci， 
aa， 旋 转 中 心 0;,0s 也 可 找到 ( 见 45 题 第 一 个 解法 )。 三 角形 
O,XZ 和 0sYZ 都 是 等 腰 三 角形 ， 硕 角 分 别 在 01,0， 处 ， 蔡 
分 别 等 于 oi 和 04s， 因此 

1 


如 1 号 
L012X=90 ~ oo ~O:ZY =90 — 2 


Ca3。 
于 是 可 推出 
A0,Zz0:= (ci 士 o)。 
这 样 ， 和 4 就 可 找 出 ， 在 OiOs 上 作 弧 ， 使 它 所 含 圆周 角 等 于 
(oa + 0)/2 或 (oa -0s)/2， 此 弧 与 请 的 交点 就 是 Z 。 
@ 在 原著 中 ， 还 有 谈 解 的 个 数 的 一 段 话 ，“ 角 a1 和 2， 旋转 中 心 01 和 
03 都 各 有 了 两 种 选择 (对 恩 上 题 的 解 ) 。 因 此 本 题 最 多 十 六 个 解 。” 然 而，si 与 01 


是 互相 牵制 的 ， 当 “1 选 定 后 ，01 就 只 有 一 个 移 振 了 。 同 样 ，*2 与 0: 也 互相 
这 制 。 内 此 并 没有 十 六 个 解 。. 一 一 中 详 者 


129 


47 .假设 本 题 已 解 出 (图 110)。 根 据 定理 1， 有 一 个 旋 
转 把 BP 变 成 CQ。 它 的 转角 等 于 4B 和 AC 的 夹 角 a。 ， 旋 
转 中心 0 可 象 45 题 (a) 一 (d) 的 第 一 个 解法 那样 找到 ， 因 为 等 


蜂 三 角形 0PQ 的 顶 角 (在 O 处 ) 为 4， 所 以 我 们 可 求 出 比值 
OP 
-po = 
但 是 根据 本 题 的 条 件 ，PQ = BP， 因 比 
OP 
FE = 人 。 
于 是 ，P 点 就 可 找到 ， 到 0 点 和 B 点 的 距离 之 比 为 的 点 的 
轨迹 与 4B 边 的 交点 就 是 已 点 。 上 述 轨 还 是 一 个 圆 ， 我 们 可 
以 这 样 来 证 明 这 个 事实 ， 设 是 满足 OP/BP=K 的 任意 一 
点 ( 见 图 111)。 设 入 0PB 在 顶点 P 处 的 内 角 和 外 角 的 分 角 线 
分 别 与 底 边 0B 交 于 M 点 和 NN 点 ， 则 有 
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可 


AR 


OM ON OP 
MB ~- BN-‘™ BP. 


因此 M, 六 与 P 点 无 关 ， 完 全 被 和 B 决 定 。 因 为 两 条 分 角 
线 互 相 垂 站。 了 在 以 MN 为 直径 的 圆 上， 


图 111 
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